
数学特論 II (担当: 天野勝利) 2018年 12月 6日～2019年 1月 24日

5 ガウスの超幾何関数

5.1 ガウスの超幾何級数

複素数 α, β, γ ∈ C をパラメータとする z のべき級数

F (α, β, γ; z) =
∞∑
k=0

(α)k(β)k
(γ)k(1)k

zk (5.1)

をガウスの超幾何級数という. ここで, s ∈ C および k = 0, 1, 2, . . . に対して (s)k は

(s)k =
Γ(s+ k)

Γ(s)
=

{
s(s+ 1) · · · (s+ k − 1) (k ≥ 1)

1 (k = 0)

を表す. とくに (1)k = k! である. また, γ は 0 や負の整数ではないとする.

命題 5.1 (1) α または β が 0 あるいは負の整数のとき, F (α, β, γ; z) は z の多項式と
なる.

(2) α, β が 0 でも負の整数でもないときは, べき級数 (5.1) の収束半径は 1 となり,

従って F (α, β, γ; z) は {z ∈ C | |z| < 1} における正則関数を表す.

演習 5.2 上記の命題を示せ.

さて, 特に (2) の場合に F (α, β, γ; z) を収束円を超えて可能な限り解析接続してい
くと (第 3 章の §3.10, 3.11 を参照), 非常に興味深いふるまいをする多価関数となる.

その興味深いふるまいについて調べていくのが本章の目的である. そのために, まず,

特異点 (分岐点) がどこにあるかを見極める必要があるわけだが, 実は F (α, β, γ; z) が
満たす微分方程式を調べると良い答えが得られる.

まず, オイラー作用素と呼ばれる微分作用素 D を

D = z
d

dz

により定めると, Dzk = kzk となるので,

(α +D)(β +D)F (α, β, γ; z) =
∞∑
k=0

(α)k(β)k
(γ)k(1)k

(α + k)(β + k)zk

=
∞∑
k=0

(α)k+1(β)k+1

(γ)k(1)k
zk

=
∞∑
k=0

(α)k+1(β)k+1

(γ)k+1(1)k+1

(γ + k)(k + 1)zk
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= z−1

∞∑
k=0

(α)k+1(β)k+1

(γ)k+1(1)k+1

(γ − 1 + (k + 1))(k + 1)zk+1

= z−1(γ − 1 +D)D
∞∑
k=0

(α)k+1(β)k+1

(γ)k+1(1)k+1

zk+1

= z−1(γ − 1 +D)D
∞∑
k=1

(α)k(β)k
(γ)k(1)k

zk

= z−1(γ − 1 +D)DF (α, β, γ; z) (Dz0 = 0 に注意)

を得る. よって, f(z) = F (α, β, γ; z) は, 微分方程式

z−1(γ − 1 +D)Df = (α +D)(β +D)f (5.2)

の解である. さらに,

z−1

(
γ − 1 + z

d

dz

)(
z
d

dz

)
f = z−1

(
γ − 1 + z

d

dz

)
(zf ′)

= z−1((γ − 1)zf ′ + z(f ′ + zf ′′))

= zf ′′ + γf ′,

また, (
α + z

d

dz

)(
β + z

d

dz

)
f =

(
α + z

d

dz

)
(βf + zf ′)

= αβf + βzf ′ + αzf ′ + z(f ′ + zf ′′)

= z2f ′′ + (α + β + 1)zf ′ + αβf

なので, (5.2) を書き直すと次を得る.

定理 5.3 f(z) = F (α, β, γ; z) は, 微分方程式

z(1− z)f ′′ + (γ − (α + β + 1)z)f ′ − αβf = 0 (5.3)

の解である. この微分方程式はガウスの超幾何微分方程式と呼ばれる.

ガウスの超幾何微分方程式は, 確定特異点型 (フックス型) と呼ばれるタイプの微分
方程式となる. 次節ではまず確定特異点型微分方程式の一般論について説明する.

演習 5.4 |z| < 1 において次が成り立つことを確かめよ.

(1) (1− z)−α = F (α, β, β; z),

(2) (1 + z)−α + (1− z)−α = 2F

(
α

2
,
α + 1

2
,
1

2
; z2
)
,

(3) − log(1− z) = zF (1, 1, 2; z),

(4) log
1 + z

1− z
= 2zF

(
1

2
, 1,

3

2
; z2
)
.
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演習 5.5 |z| < 1 において次が成り立つことを確かめよ.

(1) ez = lim
β→∞

F

(
1, β, 1;

z

β

)
,

(2) arcsin z = zF

(
1

2
,
1

2
,
3

2
; z2
)
,

(3) arctan z = zF

(
1

2
, 1,

3

2
;−z2

)
,

(4) cosh z = lim
α,β→∞

F

(
α, β,

1

2
;
z2

4αβ

)
.

演習 5.6 オイラー作用素 D = z
d

dz
について, 任意の自然数 k および k 回微分可能な

関数 f に対し
D(D − 1) · · · (D − k + 1)f = zkf (k)

が成り立つことを示せ.

5.2 確定特異点型 (フックス型) 微分方程式

5.2.1 正則点での解の構成

一般に, 有理型関数 p0(z), p1(z), . . . , pn(z) を係数とする線形常微分方程式

p0(z)f
(n) + p1(z)f

(n−1) + · · ·+ pn−1(z)f
′ + pn(z)f = 0 (5.4)

を考える. p0(z) は恒等的に 0 ではないとする.

定義 5.7 a ∈ C について, z = a が微分方程式 (5.4) の正則点であるとは, n 個の関数

p1(z)

p0(z)
, . . . ,

pn(z)

p0(z)

がすべて z = a で正則であることをいう. また, 正則点でない点を特異点という.

定理 5.8 z = a が (5.4) の正則点であるとき, 任意の定数 c0, . . . , cn−1 ∈ C に対し,

z = aで正則な (5.4)の解 f(z)で初期条件 f(a) = c0, f
′(a) = c1, . . . , f

(n−1)(a) = cn−1

を満たすものが唯一つ存在する. よってこのとき, z = a で正則な (5.4) の解全体は
Cn と同型な複素ベクトル空間となる:

{z = a で正則な (5.4) の解 } ≃ Cn

f(z) 7→ (f(a), f ′(a), . . . , f (n−1)(a)).
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[証明の方針] 各 pi(z)/p0(z) (i = 1, . . . , n) の z = a におけるテイラー級数展開を

pi(z)

p0(z)
=

∞∑
j=0

pij(z − a)j (i = 1, . . . , n)

と書く. まず, 形式的なべき級数

f(z) =
∞∑
j=0

bj(z − a)j

で, 初期条件を満たす (5.4) の解を求める.

f ′(z) =
∞∑
j=1

jbj(z − a)j−1 =
∞∑
j=0

(j + 1)bj+1(z − a)j,

f ′′(z) =
∞∑
j=1

j(j + 1)bj+1(z − a)j−1 =
∞∑
j=0

(j + 1)(j + 2)bj+2(z − a)j,

...

f (n−1)(z) =
∞∑
j=0

(j + n− 1)!

j!
bj+n−1(z − a)j,

f (n)(z) =
∞∑
j=0

(j + n)!

j!
bj+n(z − a)j

より, f(z) が初期条件を満たすためには,

c0 = f(a) = b0, c1 = f ′(a) = b1, c2 = f ′′(a) = 2b2, · · · , cn−1 = f (n−1)(a) = (n−1)!bn−1

でなければならないので, まず b0, b1, . . . , bn−1 は初期条件から唯一つに決定してしま
う. さらに,

0 = f (n)(z) +
p1(z)

p0(z)
f (n−1)(z) + · · ·+ pn(z)

p0(z)
f(z)

= {n!bn + (n− 1)!p10bn−1 + · · ·+ pn0b0}
+{(n+ 1)!bn+1 + n!p10bn + (n− 1)!(p11 + p20)bn−1 + · · ·+ pn1b0}(z − a)

+

{
(n+ 2)!

2
bn+2 + (bn+1, bn, . . . , b0 の一次結合)

}
(z − a)2

+

{
(n+ 3)!

3!
bn+3 + (bn+2, bn+1, . . . , b0 の一次結合)

}
(z − a)3

+ · · ·

で, このべき級数の各項の係数が 0 にならなければならないので, bn, bn+1, . . . も下か
ら唯一つに決定していく.
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従って, 形式的なべき級数としては, 初期条件を満たす (5.4) の解が唯一つ定まる.

そうして得られたべき級数が正の収束半径をもち, 実際に z = a (のまわり) で正則な
関数を表すことがいえれば証明が終わる. 詳しくは参考文献 [2] などの, 複素領域にお
ける線形常微分方程式について書かれている本を参考にしてほしい. □

定理 5.9 複素平面内の領域 U ⊂ C について, U のすべての点が (5.4) の正則点であ
るとする.

(1) 任意の a, b ∈ U に対し, a と b を結ぶ U 内の連続曲線 L があれば, z = a で正
則な (5.4) の任意の解を L に沿って b まで解析接続していくことが可能で, また, 解
析接続した先の関数は z = b で正則な (5.4) の解である. ただし, U が単連結でない
場合は, 解析接続した先の関数は経路 L に依存する.

(2) U が単連結である場合は, 解析接続した先の関数は元の関数にのみ依存し, 経路
L にはよらない. 従ってこの場合, U で正則な (5.4) の解全体はやはり Cn と同型な複
素ベクトル空間となる.

5.2.2 モノドロミー表現

定理 5.9 において, ある a ∈ U をとり, z = a で正則な (5.4) の解全体のなす n 次
元複素ベクトル空間を Va と書く. L を a を始点かつ終点とする U 内の連続閉曲線と
する (以下, これを簡単に「a を基点とする U 内の閉曲線」と呼ぶことにする). ある
f ∈ Va を L に沿って解析接続していった先の関数を ρL(f) と書くと, これも z = a

で正則な (5.4) の解なので ρL(f) ∈ Va となる. U が単連結の場合は ρL(f) は f と一
致するが, 単連結でない場合は L に依存し, 一致しないかもしれない (多価関数にな
るかもしれない). このようにして写像 ρL : Va → Va を考えることができ, さらにこれ
が線形写像になることが容易にいえる. また ρL(f) = 0 (Va の零元, つまり零関数) の
ときは f = 0 でなければならないから ρL は単射であり, Va は有限次元なので, 全射
でもある. 従って, ρL は Va から自分自身への線形同型写像である. ここで, Va から自
分自身への線形同型写像全体が写像の合成に関してなす群を GL(Va) と書くことにす
れば, ρL ∈ GL(Va) である.

a を基点とする U 内の閉曲線全体を C(U, a) と書くことにしよう. L0, L1 ∈ C(U, a)

について, L0 を基点 (始点と終点) を固定しつつ U 内で連続的に変形していって L1

にすることができるとき, L0 と L1 は基点を保ってホモトープであるといい, L0 ∼ L1

と書く. 解析接続の性質により,

L0 ∼ L1 ⇒ ρL0 = ρL1

である. C(U, a) を同値関係 ∼ で割った同値類全体を π1(U, a) = C(U, a)/ ∼ と書く.

L ∈ C(U, a) の属する同値類を [L] ∈ π1(U, a) と書くことにすると, 上記より, 写像

ρ : π1(U, a) → GL(Va), [L] 7→ ρL
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は well-defined である. また, L1, L2 ∈ C(U, a) に対し, L1 の終点を L2 の始点につな
いで得られる閉曲線を L2 · L1 と書くことにする. 定義により明らかに

ρL2·L1 = ρL2 ◦ ρL1

である. さらに [L1], [L2] ∈ π1(U, a) に対し, 両者の積を

[L2] · [L1] = [L2 · L1]

により定めると, π1(U, a) はこの積に関して群をなす. 単位元は, 連続的に変形すると
1 点 a に縮めることができる閉曲線が属する同値類で, [L] ∈ π1(U, a) の逆元は, L を
逆回りにたどる閉曲線を L−1 と書くときの [L−1] である. この π1(U, a) を, a を基点
とする U の基本群と呼ぶ. そして, 先ほど考えた写像 ρ : π1(U, a) → GL(Va) は群準
同型となる. この ρ を線形微分方程式 (5.4) の (a を基点とする) モノドロミー表現と
いう.

Va の基底 f1, . . . , fn を適当にとると群同型 GL(Va)
∼−→ GLnC が得られるので, モノ

ドロミー表現は GLnC への群準同型

π1(U, a)
ρ−→ GL(Va)

∼−→ GLnC

とみなすこともできる. その像はGLnCの部分群となるが,これを (Vaの基底 f1, . . . , fn
に関する) モノドロミー群と呼ぶ.

例 5.10 λ ∈ C とし, 微分方程式

(D − λ)f = zf ′ − λf = 0

を考える. −λ/z は z = 0 以外では正則なので, U = C− {0} とすれば U のすべての
点がこの微分方程式の正則点となる. a ∈ U とすると, z = a における正則関数解全体
Va は 1 次元の複素ベクトル空間となる. f(z) = zλ = eλ log z が一つの解なので, これ
を基底としてとることにしよう (多価関数としての log z については第 3 章の 例 3.43

を参照).

a を始点とし, 原点 0 を左回りに 1 まわりしてまた a に戻る閉曲線を L0 とする.

すると π1(U, a) は [L0] で生成される:

π1(U, a) = {[Ln
0 ] | n ∈ Z} ≃ Z.

従って, ρL0 だけ分かれば, モノドロミー表現やモノドロミー群を記述することができ
る. L0 をたどって zλ = eλ log z を解析接続すると, log z の部分が log z + 2π

√
−1 とな

るので,
ρL0(z

λ) = eλ(log z+2π
√
−1) = e2π

√
−1λzλ
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を得る. GL1C ≃ C× = C− {0} に注意すると, モノドロミー表現は

ρ : [Ln
0 ] 7→ e2nπ

√
−1λ (n ∈ Z)

と書け, モノドロミー群は C× の部分群として

{e2nπ
√
−1λ | n ∈ Z} ≃

{
Z (λ が有理数でないとき)
Z/qZ (λ が有理数のとき, q は qλ が整数となる最小の自然数)

となる.

例 5.11 λ1, λ2 ∈ C とし, 微分方程式

(D − λ1)(D − λ2)f = z2f ′′ − (λ1 + λ2 − 1)zf ′ + λ1λ2f = 0

を考える. −(λ1 + λ2 − 1)/z および λ1λ2/z
2 は z = 0 以外では正則なので, 上の例と

同様 U = C− {0} とすれば U のすべての点がこの微分方程式の正則点となる. また,

a ∈ U に対し, z = a における正則関数解全体 Va は 2 次元の複素ベクトル空間とな
る. L0 を上の例と同様に, a を始点とし, 原点 0 を左回りに 1 まわりしてまた a に戻
る閉曲線とする. 以下, λ1 ̸= λ2 の場合と λ1 = λ2 の場合に分けて, モノドロミー表現
を調べてみよう.

(1) λ1 ̸= λ2 の場合. この場合は Va の基底として zλ1 , zλ2 がとれる. この基底に関
して群同型 GL(Va)

∼−→ GL2C をとれば, ρL0(z
λi) = e2π

√
−1λizλi (i = 1, 2) より, モノド

ロミー表現は

ρ : [Ln
0 ] 7→

(
e2nπ

√
−1λ1 0

0 e2nπ
√
−1λ2

)
となる. モノドロミー群は λ1, λ2 のどちらかが有理数でなければ Z と同型な無限群,

両方とも有理数ならば Z/qZ (q は qλ1 かつ qλ2 が整数となる最小の自然数) と同型
な有限群となる.

(2) λ1 = λ2 の場合. λ = λ1 = λ2 とおく. この場合は Va の基底として, zλ と zλ log z

がとれる1. ρL0(z
λ) = e2π

√
−1λzλ, ρL0(z

λ log z) = e2π
√
−1λzλ(log z + 2π

√
−1) より,

(ρL0(z
λ), ρL0(z

λ log z)) = (zλ, zλ log z)

(
e2π

√
−1λ 2π

√
−1 e2π

√
−1λ

0 e2π
√
−1λ

)
である. ここで, 基底を取り直して, 2π

√
−1 zλ と zλ log z をとれば,

(ρL0(2π
√
−1 zλ), ρL0(z

λ log z)) = (2π
√
−1 zλ, zλ log z)

(
e2π

√
−1λ e2π

√
−1λ

0 e2π
√
−1λ

)
となるので,この基底に関して群同型 GL(Va)

∼−→ GL2Cをとれば,モノドロミー表現は

ρ : [Ln
0 ] 7→

(
e2π

√
−1λ e2π

√
−1λ

0 e2π
√
−1λ

)n

= e2nπ
√
−1λ

(
1 n
0 1

)
と書ける. そしてモノドロミー群は Z と同型な無限群となる.

1(D − λ)(zλ log z) = zλ より (D − λ)2(zλ log z) = 0 だから, zλ log z も解となる.
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5.2.3 確定特異点

a ∈ C に対し, z = a におけるオイラー作用素 Da を

Da = (z − a)
d

dz

により定める.

定義 5.12 z = a が (5.4) の特異点であるとする. もし, 次の同値な条件 (1), (2) が満
たされるなら, z = a は (5.4) の確定特異点であるという. 確定特異点でない場合は不
確定特異点と呼ばれる.

(1) z = a で正則な関数を左からかけたり割ったりすることにより, (5.4) を

(Dn
a + q1(z)D

n−1
a + · · ·+ qn(z))f = 0 (5.5)

(q1(z), . . . , qn(z) は z = a で正則な関数) という形に書き換えることができる.

(2) n 個の関数

(z − a)
p1(z)

p0(z)
, . . . , (z − a)n−1pn−1(z)

p0(z)
, (z − a)n

pn(z)

p0(z)

がすべて z = a で正則である.

演習 5.13 上記の条件 (1), (2) が同値であることを示せ.

また, 微分方程式 (5.4) を無限遠点 z = ∞ においても考える. それには w = 1/z と
おいて w = 0 で考えればよい.

z =
1

w
,

d

dz
=

dw

dz

d

dw
= − 1

z2
d

dw
= −w2 d

dw

に注意して (5.4) を書き換えた微分方程式が w = 0 を確定特異点としてもつとき,

z = ∞ は (5.4) の確定特異点であるという. 正則点や不確定特異点になる場合につい
ても同様に定義される.

定義 5.14 リーマン球面 C ∪ {∞} における (5.4) の特異点がすべて確定特異点であ
るとき, 微分方程式 (5.4) は確定特異点型またはフックス型であるという.

例 5.15 (ガウスの超幾何微分方程式) ここで改めてガウスの超幾何微分方程式 (5.3)

を考えてみよう. 全体を z(1− z) で割ると,

f ′′ +
γ − (α + β + 1)z

z(1− z)
f ′ − αβ

z(1− z)
f = 0
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となるので, z = 0, 1 は確定特異点, C− {0, 1} の任意の点は正則点になることが容易
に分かる.

次に, w = 1/z とおいて,

z =
1

w
,

d

dz
= −w2 d

dw
,

d2

dz2
= w4 d2

dw2
+ 2w3 d

dw

に注意して (5.3) を書き換えると,{
1

w

(
1− 1

w

)(
w4 d2

dw2
+ 2w3 d

dw

)
+

(
γ − α + β + 1

w

)(
−w2 d

dw

)
− αβ

}
f

=

{
w2(w − 1)

d2

dw2
+ ((α + β − 1) + (2− γ)w)w

d

dw
− αβ

}
f = 0

となり, 両辺を w2(w − 1) で割ると,{
d2

dw2
+

(α + β − 1) + (2− γ)w

w(w − 1)

d

dw
− αβ

w2(w − 1)

}
f = 0

となる. この微分方程式は w = 0 を確定特異点としてもつので, z = ∞ も (5.3) の確
定特異点となる.

従って, リーマン球面における (5.3)の特異点は z = 0, 1,∞で, これらはすべて確定
特異点なので, ガウスの超幾何微分方程式 (5.3) は確定特異点型であることがいえた.

5.2.4 確定特異点における解の構成

z = a が微分方程式 (5.4) の確定特異点で, 方程式が (5.5) の形に書き換えられたと
する. このとき, ある λ ∈ C に対し, 方程式 (5.5) が

(z − a)λ
∞∑
j=0

bj(z − a)j (bj ∈ C) (5.6)

という形の解をもつかどうかを考える.

定理 5.8 のときと似たように考えて, (5.6) が解になるように下から b0, b1, . . . を決
定していくことを考える. Da(z − a)λ+j = (λ + j)(z − a)λ+j と, それから, (5.5) の各
qi(z) を z = a においてテイラー級数展開したときの定数項が qi(a) であることに注
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意すると,

(Dn
a + q1(z)D

n−1
a + · · ·+ qn(z))

∞∑
j=0

bj(z − a)λ+j

= (λn + q1(a)λ
n−1 + · · ·+ qn(a))b0(z − a)λ

+ {((λ+ 1)n + q1(a)(λ+ 1)n−1 + · · ·+ qn(a))b1 + (定数)b0}(z − a)λ+1

+ {((λ+ 2)n + q1(a)(λ+ 2)n−1 + · · ·+ qn(a))b2 + (b1, b0 の線形結合)}(z − a)λ+2

+ {((λ+ 3)n + q1(a)(λ+ 3)n−1 + · · ·+ qn(a))b3 + (b2, b1, b0 の線形結合)}(z − a)λ+3

+ · · ·

となる. ここで, b0 = 1 とする. まず (z − a)λ の項を考えると, (5.6) が解であるため
には, λ が

λn + q1(a)λ
n−1 + · · ·+ qn(a) = 0 (5.7)

を満たさなければならない.

定義 5.16 λ についての n 次方程式 (5.7) を, 微分方程式 (5.5) の (または (5.4) の)

確定特異点 z = a における決定方程式 とよび, その解を特性指数と呼ぶ.

λ が特性指数で, さらに λ+ j (j = 1, 2, 3, . . . ) がどれも決定方程式の解でなければ,

先ほどの式の各 (z− a)λ+j (j = 1, 2, 3, . . . ) の項の係数が 0 になるように b1, b2, . . . を
定めていくことで (5.6) が解になるようにできる. また実は, このようにして得られた
(5.6) のべき級数の部分

∑∞
j=0 bj(z − a)j が正の収束半径をもち, z = a で正則な関数

を定めることがいえる.

定理 5.17 z = a が微分方程式 (5.4) の確定特異点で, 方程式が (5.5) の形に書き換え
られたとする. さらに, 決定方程式 (5.7) が n 個の互いに異なる解 λ1, . . . , λn をもち,

それらのどの 2 つの差も整数でないと仮定する:

i ̸= j ⇒ λi − λj ̸∈ Z. (5.8)

このとき, z = a の近く (のある正則点) において正則な (5.4) の解全体のなすベクト
ル空間の基底として,

(z − a)λ1u1(z), . . . , (z − a)λnun(z)

(u1(z), . . . , un(z) は z = a で正則, ui(a) = 1 (i = 1, . . . , n)) という形のものがとれる.

注意 5.18 非整数条件 (5.8) が成立しない場合は, 例 5.11 (2) のように, log(z − a) を
使って基底を構成する. 本稿では話を簡単にするため, (5.8) が成立する場合のみを考
えることにする.
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5.3 超幾何微分方程式の解空間

例 5.15 で, リーマン球面 C ∪ {∞} におけるガウスの超幾何微分方程式 (5.3) の確
定特異点は z = 0, 1,∞ の 3 点であることをみた. そこで, それぞれの確定特異点の近
くにおける解空間の基底 (定理 5.17 の形のもの) として何が得られるかを調べてみる
ことにしよう.

5.3.1 z = 0 における解空間

(5.2) より, (5.3) は

{(D + γ − 1)D − z(D + α)(D + β)}f
= {(1− z)D2 + ((γ − 1)− (α + β)z)D − αβz}f = 0 (5.9)

と書き換えられ, 両辺を 1− z で割ると (5.5) の形になる. 従って z = 0 における決定
方程式は

(λ+ γ − 1)λ = 0

で, 特性指数は λ = 0, 1− γ となる.

そこで, 非整数条件として 1− γ ̸∈ Z, 言い換えると

γ ̸∈ Z

を仮定した上で, z = 0 の近くにおける解空間の基底として

u1(z), z1−γu2(z)

(u1(z), u2(z) は z = 0 で正則, u1(0) = u2(0) = 1) という形のものを求めよう.

まず, u1(z) はガウスの超幾何級数に他ならない:

u1(z) = F (α, β, γ; z).

次に u2(z) を求める. 一般に,

D(z1−γf(z)) = z1−γ(D + 1− γ)f(z)

となることに注意すれば, u2(z) が満たすべき条件は

{(D + γ − 1)D − z(D + α)(D + β)}(z1−γu2(z))

= z1−γ{D(D + 1− γ)− z(D + 1− γ + α)(D + 1− γ + β)}u2(z) = 0

となる. 上式は微分方程式 (5.9) の α, β, γ をそれぞれ α − γ + 1, β − γ + 1, 2 − γ に
置き換えた方程式を u2(z) が満たすことを意味するので,

u2(z) = F (α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ; z)

を得る.
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命題 5.19 非整数条件 γ ̸∈ Z を仮定すると, 微分方程式 (5.3) の確定特異点 z = 0 の
近くにおける解空間の基底として

f1(z) = F (α, β, γ; z), f2(z) = z1−γF (α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ; z)

がとれる.

5.3.2 z = 1 における解空間

z = 1 におけるオイラー作用素 D1 = (z − 1)d/dz を用いると, 微分方程式 (5.3) は

{zD2
1 − (γ − (α + β)z)D1 − αβ(1− z)}f

= {D1(D1 + α + β − γ)− (1− z)(D1 + α)(D1 + β)}f = 0 (5.10)

と書き換えられ, 両辺を z で割ると (5.5) の形になる. 従って z = 1 における決定方
程式は

λ(λ+ α + β − γ) = 0

で, 特性指数は λ = 0, γ − α− β となる.

そこで, 非整数条件として
γ − α− β ̸∈ Z

を仮定した上で, z = 1 の近くにおける解空間の基底として

v1(z), (1− z)γ−α−βv2(z)

(v1(z), v2(z) は z = 1 で正則, v1(1) = v2(1) = 1) という形のものを求めよう2.

まず, (5.10) は (5.9) の γ を α+β− γ+1 に, z を 1− z に置き換えた方程式になっ
ているので3, v1(z) はガウスの超幾何級数を使って次のように書ける:

v1(z) = F (α, β, α + β − γ + 1; 1− z).

また, v2(z) が満たすべき条件は

{D1(D1 + α + β − γ)− (1− z)(D1 + α)(D1 + β)}((1− z)γ−α−βv2(z))

= (1− z)γ−α−β{(D1 + γ − α− β)D1 − (1− z)(D1 + γ − β)(D1 + γ − α)}v2(z) = 0

となる. 上式は微分方程式 (5.10) の α, β をそれぞれ γ − α, γ − β に置き換えた方程
式を v2(z) が満たすことを意味するので,

v2(z) = F (γ − α, γ − β, γ − α− β + 1; 1− z)

を得る.

2前節の一般論でいうと (z − 1)γ−α−β とするところがここでは (1− z)γ−α−β になっているのは慣
習による.

3z を 1 − z に置き換えると d/dz は −d/dz に置き換わるので, D = zd/dz は −(1 − z)d/dz =

(z − 1)d/dz = D1 に置き換わる.
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命題 5.20 非整数条件 γ − α − β ̸∈ Z を仮定すると, 微分方程式 (5.3) の確定特異点
z = 1 の近くにおける解空間の基底として

g1(z) = F (α, β, α+β−γ+1; 1−z), g2(z) = (1−z)γ−α−βF (γ−α, γ−β, γ−α−β+1; 1−z)

がとれる.

5.3.3 z = ∞ における解空間

例 5.15 で w = 1/z とおいて (5.3) を書き換えた微分方程式は, オイラー作用素
Dw = wd/dw を用いてさらに

{(1− w)D2
w − ((α + β)− (γ − 1)w)Dw + αβ}f

= {(Dw − α)(Dw − β)− w(Dw − γ + 1)Dw}f = 0 (5.11)

と書き換えられ, 両辺を 1− w で割ると (5.5) の形になる. 従って w = 0 (z = ∞) に
おける決定方程式は

(λ− α)(λ− β) = 0

で, 特性指数は λ = α, β となる.

そこで, 非整数条件として
α− β ̸∈ Z

を仮定した上で, w = 0 の近くにおける解空間の基底として

wαy1(w), wβy2(w)

(y1(w), y2(w) は w = 0 で正則, y1(0) = y2(0) = 1) という形のものを求めよう.

y1(w) が満たすべき条件は

{(Dw − α)(Dw − β)− w(Dw − γ + 1)Dw}(wαy1(w))

= wα{Dw(Dw + α− β)− w(Dw + α− γ + 1)(Dw + α)}y1(w) = 0

となる. 上式は微分方程式 (5.9) の β, γ をそれぞれ α− γ + 1, α− β + 1 に置き換え,

z を w = 1/z に置き換えた方程式を y1(w) が満たすことを意味するので,

y1(w) = F (α, α− γ + 1, α− β + 1;w)

を得る.

また, y2(w) については上の議論で α と β を入れ替えればいいので,

y2(w) = F (β − γ + 1, β, β − α + 1;w)

を得る.
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命題 5.21 非整数条件 α−β ̸∈ Zを仮定すると,微分方程式 (5.3)の確定特異点 z = ∞
の近くにおける解空間の基底として

h1(z) = z−αF (α, α−γ+1, α−β+1; 1/z), h2(z) = z−βF (β−γ+1, β, β−α+1; 1/z)

がとれる.

演習 5.22 (1) w1 =
1

1− z
とおくとき, z,

d

dz
,
d2

dz2
を w1 と

d

dw1

を使って表せ.

(2) ガウスの超幾何微分方程式 (5.3) を w1 と
d

dw1

を使って書き換えた微分方程式

を求めよ.

(3) (2) で求めた微分方程式が w1 = 0 を確定特異点にもつことを示し, さらにそこ
における決定方程式とその解 (特性指数) を求めよ.

(4) (3) で求めた特性指数を λ1, λ2 とおく. 非整数条件 λ1 − λ2 ̸∈ Z が成立している
とき, (2) の微分方程式の w1 = 0 の近くにおける解空間の基底として

wλ1
1 φ1(w1), wλ2

1 φ2(w1)

(φ1(w1), φ2(w1) は w1 = 0 で正則, φ1(0) = φ2(0) = 1) という形のものがとれる. この
φ1(w1), φ2(w1) をガウスの超幾何級数を用いて具体的に求めよ.

5.3.4 モノドロミーと接続行列

ここまでで, ガウスの超幾何関数の特異点 (分岐点) と, 各特異点における局所的な
ふるまいは分かるようになったので, 今度は複素平面全体 (あるいはリーマン球面全
体) における大域的なふるまいがどうなるのかを調べていきたい.

前小節までの 3 つの命題における非整数条件は全て満たされているものとする. 命
題 5.19 の f1(z), f2(z) は (べき級数部分の収束半径が 1 なので) 複素平面内の領域
{z ∈ C | 0 < |z| < 1} で (多価正則関数として) 意味をもつ. また, 命題 5.20 の
g1(z), g2(z) は {z ∈ C | 0 < |z − 1| < 1} で意味をもつ. そこで, この両方に含まれる
点 z = 1/2 を基点としてモノドロミーを考えてみることにする. まず, z = 1/2 にお
いて正則な (5.3) の解のなす空間を V1/2 と書くと, いま述べたことから, {f1, f2} と
{g1, g2} はいずれも V1/2 の基底となる. 従って, ある行列 Cgf ∈ GL2C が存在して

(f1, f2) = (g1, g2)Cgf

と書けるはずである. このような行列 Cgf を接続行列と呼び, その成分を接続係数と
いう.
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z = 1/2を基点として,原点 0 ∈ Cを左回りに 1周して戻る閉曲線を L0 とし, 1 ∈ C
を左回りに 1 周して戻る閉曲線を L1 とおく. L0 に沿って f1, f2 を解析接続すると,

f1 は変わらず, f2 は z1−γ = e(1−γ) log z の log z の部分が log z+2π
√
−1 に変わるので,

(ρL0(f1), ρL0(f2)) = (f1, f2)

(
1 0

0 e−2π
√
−1 γ

)
となる. また同様に, L1 に沿って g1, g2 を解析接続すると,

(ρL1(g1), ρL1(g2)) = (g1, g2)

(
1 0

0 e2π
√
−1(γ−α−β)

)
となる. L1 に沿って f1, f2 を解析接続するとどうなるかは, 接続行列 Cgf と今の式を
使って

(ρL1(f1), ρL1(f2)) = (ρL1(g1), ρL1(g2))Cgf

= (g1, g2)

(
1 0

0 e2π
√
−1(γ−α−β)

)
Cgf

= (f1, f2)C
−1
gf

(
1 0

0 e2π
√
−1(γ−α−β)

)
Cgf

と記述できる.

z = 1/2 を基点とする C − {0, 1} の基本群 π1(C − {0, 1}, 1/2) は [L0], [L1] で生成
されるので, 以上より, V1/2 の基底 {f1, f2} に関するモノドロミー群は 2 つの行列(

1 0

0 e−2π
√
−1 γ

)
, C−1

gf

(
1 0

0 e2π
√
−1(γ−α−β)

)
Cgf

で生成される. そこで, あとは接続行列 Cgf を具体的に求めることができれば, モノド
ロミー群が記述できたことになる. 接続行列を求めることを接続問題という.

それから, |z| < 1 や |z − 1| < 1 なる範囲の外側での超幾何関数の挙動をみるには,

無限遠点 ∞ における解に対して接続問題を考えるとよい. 命題 5.21 の h1(z), h2(z)

は領域 {z ∈ C | 1 < |z|} で意味をもつ多価正則関数である. この領域の任意の点 b に
対し, 1/2 から b へと至る適当な連続曲線をとり Lb と書く. f1, f2 を Lb に沿って解
析接続した先の関数を ρLb

(f1), ρLb
(f2) と書くと, これらは b における解空間の (h1, h2

とは別の) 基底となるので, ある Chf ∈ GL2C があって

(ρLb
(f1), ρLb

(f2)) = (h1, h2)Chf

と書けるはずである. この接続行列 Chf が分かれば, f1, f2 を収束円 |z| < 1 の外側へ
解析接続していったときのふるまいが記述できたことになる (ただし, Chf は Lb のと
り方に依存する).
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5.4 接続行列を求める

5.4.1 超幾何級数のオイラー積分表示

定理 5.23 (オイラー積分表示) |z| < 1 のとき,

F (α, β, γ; z) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1(1− zt)−βdt.

ただし, 右辺の積分の収束のため

Re(γ) > Re(α) > 0

を仮定する. また, 被積分関数の中にある tα−1, (1− t)γ−α−1, (1− zt)−β の分枝は, そ
れぞれ

arg t = 0, arg(1− t) = 0, arg(1− zt) → 0 (|z| → 0)

により定める.

[証明] (1− zt)−β の z = 0 におけるテイラー級数展開が

(1− zt)−β =
∞∑
k=0

(β)k
k!

(tz)k

になることに注意すれば,

F (α, β, γ; z) =
∞∑
k=0

(α)k(β)k
(γ)k(1)k

zk =
∞∑
k=0

Γ(α + k)Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ + k)

(β)k
k!

zk

=
Γ(γ)

Γ(α)

∞∑
k=0

1

Γ(γ − α)

Γ(α + k)Γ(γ − α)

Γ(γ + k)︸ ︷︷ ︸
B(α+k,γ−α)

(β)k
k!

zk

=
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∞∑
k=0

(∫ 1

0

tα+k−1(1− t)γ−α−1dt

)
(β)k
k!

zk

=
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1

(
∞∑
k=0

(β)k
k!

(tz)k

)
dt

=
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1(1− zt)−βdt.

□

定理 5.23 の右辺で z = 1 とすると,

Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1−t)γ−α−β−1dt =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)
B(α, γ−α−β) =

Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)

となる. これは次の意味で z = 1 における超幾何級数の値とみなすことができる:
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定理 5.24 (クンマーの関係/ガウスの超幾何定理) Re(γ − α − β) > 0 のとき, 級数
F (α, β, γ; 1) は絶対収束し,

lim
z→1−0

F (α, β, γ; z) = F (α, β, γ; 1) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)

が成り立つ. ここで, z → 1− 0 は, 実軸上の 0 < z < 1 なる部分において z が 1 に限
りなく近づくことを表す.

[証明] スターリングの公式により, 任意の a ∈ C に対し

Γ(a+ k) ∼ (定数)× ka+k− 1
2 e−k (k → ∞)

となることがいえるので,

(α)k(β)k
(γ)k(1)k

=
Γ(γ)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + k)Γ(β + k)

Γ(1 + k)Γ(γ + k)
∼ (定数)× 1

kγ−α−β+1
(k → ∞)

である. 従って, ある正の数 M > 0 を十分大きくとれば,
∞∑
k=0

∣∣∣∣(α)k(β)k(γ)k(1)k

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=0

∣∣∣∣ M

kγ−α−β+1

∣∣∣∣ = M
∞∑
k=0

1

kRe(γ−α−β)+1

となる. 右辺の級数は Re(γ − α − β) > 0 のとき収束するので, 級数 F (α, β, γ; 1) も
この範囲で絶対収束する.

定理の 1 つめの等式は, 以下で示すアーベルの連続性定理 (定理 5.25) により従う.

2 つめの等式は, 定理 5.23 (とその証明) により Re(γ) > Re(α) > 0 という仮定のもと
成立することがいえて, それから一致の定理を用いれば, 最終的に Re(γ) > Re(α) > 0

の仮定は外すことができる. □

定理 5.25 (アーベルの連続性定理) f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k を収束半径が 1 であるようなべ

き級数とし, f(1) =
∞∑
k=0

ck が収束すると仮定する. このとき, z が |z| < 1 かつ
|1− z|
1− |z|

が有界であるような範囲において限りなく 1 に近づくならば, f(z) は f(1) に限りな
く近づく.

[証明] 必要なら c0 に定数を加えて f(1) = 0 と仮定してよい. n = 0, 1, 2, . . . に対し

sn =
n∑

k=0

ck とおくと c0 = s0, ck = sk − sk−1 (k = 1, 2, 3, . . . ) だから, n = 1, 2, 3, . . .

に対し
n∑

k=0

ckz
k = s0+

n∑
k=1

(sk−sk−1)z
k = s0+

n∑
k=1

skz
k−

n−1∑
k=0

skz
k+1 = (1−z)

n−1∑
k=0

skz
k+snz

n.
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この式で n → ∞ とすると, sn → f(1) = 0 だから,

f(z) = (1− z)
∞∑
k=0

skz
k

を得る.

sn → 0 (n → ∞) により, 任意の ε > 0 に対し, ある自然数 N が存在して n ≥ N

⇒ |sn| < ε が成り立つようにできる. また, ある M > 0 に対し, z が |z| < 1 かつ
|1− z|
1− |z|

< M となる範囲にあるとすると,

|f(z)| = |1− z|

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

skz
k

∣∣∣∣∣ ≤ |1− z|

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

skz
k

∣∣∣∣∣+ |1− z|

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N

skz
k

∣∣∣∣∣
< |1− z|

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

skz
k

∣∣∣∣∣+ |1− z|ε
∞∑

k=N

|z|k = |1− z|

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

skz
k

∣∣∣∣∣+ ε
|1− z||z|N

1− |z|

< |1− z|

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

skz
k

∣∣∣∣∣+Mε

となる. さらに z を 1 に十分近くとれば |1− z|

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

skz
k

∣∣∣∣∣ < ε となるようにできるの

で, そのとき |f(z)| < (1 +M)ε となる. よって, z が上記の範囲で 1 に限りなく近づ
くとき f(z) → 0 = f(1) となることがいえた. □

5.4.2 z = 0 から z = 1 への接続行列

§5.3 の非整数条件はすべて満たされていると仮定する. このとき, 前小節までの結
果を用いて接続行列 Cgf を求めることにしよう. 具体的には

f1(z) = c11g1(z) + c21g2(z), (5.12)

f2(z) = c12g1(z) + c22g2(z) (5.13)

を満たす係数 c11, c21, c12, c22 を求めることにする. なお, この式における z1−γ や
(1− z)γ−α−β の分枝は, z が実軸上の 0 < z < 1 の範囲にあるときに

arg z = 0, arg(1− z) = 0

となるように定めておく.
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まず, Re(γ − α− β) > 0 という仮定のもと, (5.12) の両辺で z → 1− 0 とする. す
ると, 左辺は定理 5.24 より F (α, β, γ; 1) に収束する. 一方, 1− z が arg(1− z) = 0 に
おいて限りなく 0 に近づくため (1− z)γ−α−β → 0, 従って g2(z) → 0 となるので, 右
辺は c11 に収束する. 従って,

c11 =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)
.

いま, この式は Re(γ − α − β) > 0 という仮定のもとで示されたが, 一致の定理によ
り, この仮定は最終的には外すことができる.

他の係数を求めるため, まず次の命題を示す.

命題 5.26 (1) f1(z) = (1− z)γ−α−βF (γ − α, γ − β, γ; z),

(2) g1(z) = z1−γF (α− γ + 1, β − γ + 1, α + β − γ + 1; 1− z),

(3) g2(z) = z1−γ(1− z)γ−α−βF (1− α, 1− β, γ − α− β + 1; 1− z).

[証明] (1) |z| < 1 かつ |z| < |z − 1| かつ Re(γ) > Re(α) > 0 のとき, 定理 5.23 で z

を z/(z − 1) に置き換え, β を γ − β に置き換えた式を考えると,

F

(
α, γ − β, γ;

z

z − 1

)
=

Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1

(
1− z

z − 1
t

)β−γ

dt

= (1− z)γ−β Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1(1− z(1− t))β−γdt

= (1− z)γ−β Γ(γ)

Γ(γ − α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1τ γ−α−1(1− zτ)β−γdτ

= (1− z)γ−βF (γ − α, γ − β, γ; z)

となる (3 つめの等式は τ = 1− t とおいて置換積分した). 一致の定理により, この式
の結論部分 (左辺と最右辺) だけを見るならば, Re(γ) > Re(α) > 0 という仮定は外し
てよい. すると, 上式の左辺で α と γ − β を入れ替えても値は変わらないので, 最右
辺で入れ替えても変わらず,

(1− z)γ−βF (γ − α, γ − β, γ; z) = (1− z)αF (β, α, γ; z)

を得る. ふたたび一致の定理により, この式は |z| < |z − 1| の仮定を外しても成立す
る. あとは両辺に (1− z)−α をかければ (1) の式を得る.

(2) は (1) で γ を α + β − γ + 1 に置き換え, z を 1− z に置き換えれば得られる.

(3) は (2) で α, β をそれぞれ γ − α, γ − β に置き換えた後, 両辺に (1− z)γ−α−β を
かければ得られる. □
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さて, (5.12) の左辺を命題 5.26 (1) の右辺に書き換えた後, 両辺に (1− z)α+β−γ を
かけると,

F (γ − α, γ − β, γ; z) = c11(1− z)α+β−γg1(z) + c21F (γ − α, γ − β, γ − α− β + 1; 1− z)

となる. そして, Re(α + β − γ) > 0 という仮定のもと, この式の両辺で z → 1− 0 と
することにより,

c21 =
Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)

を得る. Re(α + β − γ) > 0 の仮定は一致の定理により最終的には外すことができる.

次に, (5.13) の右辺を命題 5.26 (2)(3) を使って書き換えた後, 両辺に zγ−1 をかけ
ると,

F (α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ; z) = c12F (α− γ + 1, β − γ + 1, α + β − γ + 1; 1− z)

+ c22(1− z)γ−α−βF (1− α, 1− β, γ − α− β + 1; 1− z)

となる. この式は (5.12) の α, β, γ をそれぞれ α − γ + 1, β − γ + 1, 2− γ に置き換
えた式に他ならない. よって, c12, c22 は c11, c21 にこの置き換えを施したものと一致す
る. 従って,

c12 =
Γ(2− γ)Γ(γ − α− β)

Γ(1− α)Γ(1− β)
, c22 =

Γ(2− γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α− γ + 1)Γ(β − γ + 1)

を得る.

命題 5.27
(f1, f2) = (g1, g2)Cgf

を満たす接続行列 Cgf は次で与えられる:

Cgf =

(
c11 c12
c21 c22

)
=


Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)

Γ(2− γ)Γ(γ − α− β)

Γ(1− α)Γ(1− β)

Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α)Γ(β)

Γ(2− γ)Γ(α + β − γ)

Γ(α− γ + 1)Γ(β − γ + 1)

 .

5.4.3 z = 1 から z = ∞ への接続行列

次に, g1, g2 と h1, h2 の両方が意味をもつ範囲 (|z − 1| < 1 < |z|) にある点として
b = 3/2をとり, そこにおける (5.3)の解空間 Vb を考える. すると, {g1, g2}と {h1, h2}
はいずれも Vb の基底となるので, ある接続行列 Chg が存在して

(g1, g2) = (h1, h2)Chg
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を満たす. この接続行列 Chg を求めよう. 具体的には

g1(z) = d11h1(z) + d21h2(z), (5.14)

g2(z) = d12h1(z) + d22h2(z) (5.15)

を満たす係数 d11, d21, d12, d22 を求めることにする. なお,この式における (1−z)γ−α−β

や z−α, z−β の分枝は, z が実軸上の 1 < z なる範囲にあるときに

arg(1− z) = π, arg z−1 = 0

となるように定めておく.

まず, 命題 5.26 から派生する関係式をさらに示す.

命題 5.28 |z − 1| < 1 かつ |z − 1| < |z| のとき,

g1(z) = z−αF

(
α, α− γ + 1, α + β − γ + 1;

z − 1

z

)
= z−βF

(
β − γ + 1, β, α + β − γ + 1;

z − 1

z

)
.

[証明] 命題 5.26 (1) の証明中で得られている式

F

(
α, γ − β, γ;

z

z − 1

)
= (1− z)αF (α, β, γ; z)

において, z を 1 − z に置き換え, γ を α + β − γ + 1 に置き換えた式を考え, 両辺に
z−α をかけると第 1 式を得る. g1(z) は α と β を入れ替えても変わらないので, 第 1

式からただちに第 2 式も得られる. □

命題 5.28 の第 1 式を用いて (5.14) の左辺を書き換え, 両辺に zα をかけると,

F

(
α, α− γ + 1, α + β − γ + 1;

z − 1

z

)
= d11F

(
α, α− γ + 1, α− β + 1;

1

z

)
+ d21z

α−βF

(
β − γ + 1, β, β − α + 1;

1

z

)
となる. Re(β − α) > 0 のとき, 複素平面の実軸上で z を正の方向に限りなく大きく
すると, z−1 は arg z−1 = 0 において 0 に限りなく近づくので zα−β → 0 となり, また,
z − 1

z
= 1− z−1 → 1− 0 となるので, 定理 5.24 により,

d11 =
Γ(α + β − γ + 1)Γ(β − α)

Γ(β − γ + 1)Γ(β)
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を得る. 一致の定理により, Re(β−α) > 0 という条件は最終的には外すことができる.

また, 命題 5.28 の第 2 式を用いて上記と同様に考えれば,

d21 =
Γ(α + β − γ + 1)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(α− γ + 1)

が得られる.

さらに d12, d22 を求めるため, 次を示す.

命題 5.29 (1) h1(z) = eπ
√
−1(α+β−γ)zβ−γ(1− z)γ−α−βF (1− β, γ − β, α− β + 1; 1/z),

(2) h2(z) = eπ
√
−1(α+β−γ)zα−γ(1− z)γ−α−βF (γ − α, 1− α, β − α + 1; 1/z).

[証明] 命題 5.26 (1) の式

F (α, β, γ; z) = (1− z)γ−α−βF (γ − α, γ − β, γ; z)

において, z を 1/z に置き換えると, 1− z は
z − 1

z
= e−π

√
−11− z

z
に置き換わるので,

F (α, β, γ; 1/z) = eπ
√
−1(α+β−γ)zα+β−γ(1− z)γ−α−βF (γ − α, γ − β, γ; 1/z)

を得る. この式の β, γ をそれぞれ α− γ + 1, α− β + 1 に置き換えて両辺に z−α をか
けると (1) が得られる. (2) は (1) の α と β を入れ替えれば得られる. □

命題 5.29 を用いて (5.15) の右辺を書き換え, 両辺に (1− z)α+β−γ をかけると,

F (γ − α, γ − β, γ − α− β + 1; 1− z) = d22e
π
√
−1(α+β−γ)zα−γF (γ − α, 1− α, β − α + 1; 1/z)

+ d12e
π
√
−1(α+β−γ)zβ−γF (1− β, γ − β, α− β + 1; 1/z)

となる. この式は (5.14) の α, β をそれぞれ γ − α, γ − β に置き換えた式に他ならな
い. よって, d22e

π
√
−1(α+β−γ), d12e

π
√
−1(α+β−γ) は d11, d21 にこの置き換えを施したもの

と一致する. 従って,

d22 =
Γ(γ − α− β + 1)Γ(α− β)

Γ(1− β)Γ(γ − β)
eπ

√
−1(γ−α−β), d12 =

Γ(γ − α− β + 1)Γ(β − α)

Γ(γ − α)Γ(1− α)
eπ

√
−1(γ−α−β)

を得る.

命題 5.30
(g1, g2) = (h1, h2)Chg

を満たす接続行列 Chg は次で与えられる:

Chg =

(
d11 d12
d21 d22

)
=


Γ(α + β − γ + 1)Γ(β − α)

Γ(β − γ + 1)Γ(β)

Γ(γ − α− β + 1)Γ(β − α)

Γ(γ − α)Γ(1− α)
eπ

√
−1(γ−α−β)

Γ(α + β − γ + 1)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(α− γ + 1)

Γ(γ − α− β + 1)Γ(α− β)

Γ(1− β)Γ(γ − β)
eπ

√
−1(γ−α−β)

 .
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5.4.4 z = 0 から z = ∞ への接続行列

複素平面内の円周 |z−1| = 1/2上を 1/2から b = 3/2まで左回りに半周する経路を
Lb とする. 式 (5.12), (5.13)の f1, f2 および g1, g2 を Lb に沿って解析接続した先の関数
をそれぞれ ρLb

(f1), ρLb
(f2) および ρLb

(g1), ρLb
(g2) と書く. このとき, ρLb

(g1), ρLb
(g2)

は式 (5.14), (5.15) の g1, g2 に他ならないので,

(ρLb
(f1), ρLb

(f2)) = (ρLb
(g1), ρLb

(g2))Cgf = (g1, g2)Cgf = (h1, h2)ChgCgf

となる. この最右辺に登場する接続行列

Chf = ChgCgf =

(
d11c11 + d12c21 d11c12 + d12c22
d21c11 + d22c21 d21c12 + d22c22

)
を計算しよう.

オイラーの反転公式 (定理 2.22) により, 一般に

Γ(ρ)Γ(1− ρ)

Γ(σ)Γ(1− σ)
=

π
sinπρ

π
sinπσ

=
sin πσ

sin πρ
=

eπ
√
−1σ − e−π

√
−1σ

eπ
√
−1ρ − e−π

√
−1ρ

が成り立つ. これを用いて Chf の各成分を計算していくと,

d11c11 + d12c21 =
Γ(α + β − γ + 1)Γ(β − α)Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(β − γ + 1)Γ(β)Γ(γ − α)Γ(γ − β)

+
Γ(γ − α− β + 1)Γ(β − α)Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(γ − α)Γ(1− α)Γ(α)Γ(β)
eπ

√
−1(γ−α−β)

=
Γ(β − α)Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − α)

(
eπ

√
−1(γ−β) − e−π

√
−1(γ−β)

eπ
√
−1(γ−α−β) − e−π

√
−1(γ−α−β)

+
eπ

√
−1α − e−π

√
−1α

eπ
√
−1(α+β−γ) − e−π

√
−1(α+β−γ)

eπ
√
−1(γ−α−β)

)

=
Γ(β − α)Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − α)
e−π

√
−1α, (5.16)

d21c11 + d22c21 =
Γ(α + β − γ + 1)Γ(α− β)Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(α)Γ(α− γ + 1)Γ(γ − α)Γ(γ − β)

+
Γ(γ − α− β + 1)Γ(α− β)Γ(γ)Γ(α + β − γ)

Γ(1− β)Γ(γ − β)Γ(α)Γ(β)
eπ

√
−1(γ−α−β)

=
Γ(α− β)Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − β)
e−π

√
−1β ((5.16) の α と β を入れ替えたもの),

23



d11c12 + d12c22 =
Γ(α + β − γ + 1)Γ(β − α)Γ(2− γ)Γ(γ − α− β)

Γ(β − γ + 1)Γ(β)Γ(1− α)Γ(1− β)

+
Γ(γ − α− β + 1)Γ(β − α)Γ(2− γ)Γ(α + β − γ)

Γ(γ − α)Γ(1− α)Γ(α− γ + 1)Γ(β − γ + 1)
eπ

√
−1(γ−α−β)

=
Γ(β − α)Γ(2− γ)

Γ(β − γ + 1)Γ(1− α)
e−π

√
−1(α−γ+1)

 (5.16) の α, β, γ をそれぞれ
α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ
に置き換えたもの

 ,

d21c12 + d22c22 =
Γ(α + β − γ + 1)Γ(α− β)Γ(2− γ)Γ(γ − α− β)

Γ(α)Γ(α− γ + 1)Γ(1− α)Γ(1− β)

+
Γ(γ − α− β + 1)Γ(α− β)Γ(2− γ)Γ(α + β − γ)

Γ(1− β)Γ(γ − β)Γ(α− γ + 1)Γ(β − γ + 1)
eπ

√
−1(γ−α−β)

=
Γ(α− β)Γ(2− γ)

Γ(α− γ + 1)Γ(1− β)
e−π

√
−1(β−γ+1) (上の式の α と β を入れ替えたもの)

を得る.

命題 5.31
(ρLb

(f1), ρLb
(f2)) = (h1, h2)Chf

を満たす接続行列 Chf は次で与えられる:

Chf = ChgCgf =


Γ(β − α)Γ(γ)

Γ(β)Γ(γ − α)
e−π

√
−1α Γ(β − α)Γ(2− γ)

Γ(β − γ + 1)Γ(1− α)
e−π

√
−1(α−γ+1)

Γ(α− β)Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − β)
e−π

√
−1β Γ(α− β)Γ(2− γ)

Γ(α− γ + 1)Γ(1− β)
e−π

√
−1(β−γ+1)

 .
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