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内容的には, この本の Chapter 1～3 から抜粋した話となります. 予備知識として,

category (圏) と functor (関手) について授業で少し補足しましたが, 本稿では既知と
して進めます (適当な入門書または数学辞典で言葉の定義を調べておくくらいで十分
です).

2 affine group scheme

前回までと同様, k を基礎体とし, すべてその上で考える.

2.1 representable functor

以下, kA を commutative k-algebra の圏, Grp を群の圏, Set を集合の圏とする. ま
た, kAから Grpへの関手 kA → Grpを group functorと呼び, Setへの関手 kA → Set

を set functor と呼ぶことにする.

affine group scheme とは, おおざっぱに言えば, 環で定義される (表される) group

functor のことをいう. 例えば, 何か commutative な k-algebra R があるとき, それに
対し一般線形群 GLn(R) を考えることができるが, このとき個別の GLn(R) という
群ではなく, それらを生み出す GLn というものを一つの数学的対象として考えたい.

具体的には, GLn をひとつの group functor だと思うことにする:

GLn : kA → Grp, R 7→ GLn(R).

さらに GLn は affine scheme の構造をもっている. つまり, ある座標環があって, そ
れにより定義されている. そのようなものを考えたいわけだが, まずは「環で定義さ
れる (表される)」とはどういうことかをきちんと定義しておこう.

21



定義 2.1 A を commutative k-algebra, F : kA → Set を set functor とする. F が次
のような functor (と同型1) であるとき, F は A で represent されるという:

(i) object について, R ∈ kA に対し F(R) = Algk(A,R) を対応させる.

(ii) morphism については, algebra map ϕ : R→ S に対し,

F(ϕ) : Algk(A,R)→ Algk(A, S), f 7→ ϕ ◦ f

を対応させる.

このような functor を representable functor という.

なお, 上記の F を affine scheme と同一視して F = SpecA と書くことにする. また
このとき A を F の座標環と呼び, A = k[F] と書くこともある.

注意 2.2 次節で証明する米田の補題により, affine schemeの圏と representable functor

の圏とが (kA の双対圏を介して) 圏同値になることがいえるので, 両者は同一視でき
ます. この講義では時間の都合で affine scheme の話はしませんが, 背景にはそういう
代数幾何的な対象があることを頭の片隅にでもおいておいてください. Waterhouse の
本では, まずは representable functor という定義で話が進み, Chapter 4 で通常の代数
群との関係が述べられ, Chapter 5 から SpecA の話が出てきます.

SpecA という記号は狭義には A の素イデアル全体がなす Zariski 位相空間を指し
ますが, 本稿では構造層も考えて affine scheme としての意味をもたせています. 両者
を区別したいときは scheme のほうを SpA と書くこともあります.

定義 2.3 representable な group functor を affine group scheme という.

例 2.4 (Hopf alebra から定まる group functor) H を commutative k-Hopf alge-

bra とするとき, 前回の補題 1.37 (1) により, 任意の R ∈ kA に対して Algk(H,R)

は ∗-積に関して群をなす. また, algebra map ϕ : R → S に対して Algk(H,R) →
Algk(H,S), f 7→ ϕ ◦ f は群準同型になっている (ϕ ◦ (f ∗ g) = (ϕ ◦ f) ∗ (ϕ ◦ g)). よっ
て, H で represent される functor は affine group scheme となる.

実は affine group scheme にはこの形のものしかない, ということを示すのが当面の
目標である.

2.2 米田の補題

まず, functor 同士の morphism を定義する.

1同型の意味は次節で定義します.
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定義 2.5 E,F : kA → Set を二つの set functor とする. Φ : E → F が functorial

morphism2 であるとは, 各 R ∈ kA に対して写像 ΦR : E(R)→ F(R) が定められて
おり, さらに, 任意の algebra map ψ : R → S に対し, 次の図式が可換になることを
いう:

E(R)
E(ψ)−−−→ E(S)

ΦR

y yΦS

F(R) −−−→
F(ψ)

F(S).

ここで, もしすべての ΦR が全単射ならば Φ は functorial isomorphism であると
いい, Φ−1

R たちで定義される functorial morphism (これも functorial isomorphism と
なる) を Φ−1 と書く. またこのような functorial isomorphism が存在するとき E と
F は同型であるといい, E ' F と書く. 同型な functor は同一視してよい.

定理 2.6 (米田の補題) A,B ∈ kA, E = SpecA, F = SpecB とする. このとき E か
ら F への functorial morphism 全体と B から A への algebra map 全体 Algk(B,A)

とが次のように bijective に対応する:

{E→ F functorial morphism} 1:1←→ Algk(B,A)

Φ −→ ΦA(idA)

[ΦR : f 7→ f ◦ ϕ] ←− ϕ

.

[証明] (←−) ϕ ∈ Algk(B,A) に対し,

ΦR : E(R) = Algk(A,R)→ F(R) = Algk(B,R), f 7→ f ◦ ϕ

により Φ : E → F を定めれば, これは functorial morphism になる. 実際, 任意の
algebra map ψ : R→ S と f ∈ E(R) に対し,

f
E(ψ)7→ ψ ◦ f ΦS7→ ψ ◦ f ◦ ϕ, f

ΦR7→ f ◦ ϕ F(ψ)7→ ψ ◦ f ◦ ϕ.

さらに, ΦA(idA) = idA ◦ ϕ = ϕ となるから, 行って戻ってくると元に戻る.

(−→) functorial morphism Φ : E → F に対し, ϕ = ΦA(idA) ∈ F(A) = Algk(B,A)

とおく. すると, 任意の R ∈ kA, f ∈ E(R) = Algk(A,R) について,

ΦR(f) = ΦR(f ◦ idA) = f ◦ ΦA(idA) = f ◦ ϕ.

ここで,二つ目の等式は次の可換図式における idA ∈ E(A)の行き先を考えれば分かる:

E(A)
E(f)−−−→ E(R)

ΦA

y yΦR

F(A) −−−→
F(f)

F(R). �
2Waterhouse の本では ‘natural map’ という語が用いられていますが, functorial morphism という

用語の方が誤解が少ないと思うので, この講義ではこちらを用いることにします.
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系 2.7 上記で Φと ϕが対応しているとき, Φが functorial isomorphismであることと
ϕ が algebra isomorphism であることは同値である. この場合 ϕ の逆写像は Φ−1

B (idB)

により与えられる.

E = SpecA, F = SpecB とするとき, 直積 functor E × F が自然に定義されるが,

次の対応により, これは A⊗B で represent されることが分かる:

Algk(A⊗B,R)
∼←→ Algk(A,R)× Algk(B,R)

[a⊗ b 7→ ϕ(a)ψ(b)] ←− (ϕ, ψ)

f −→ (f |A⊗1, f |1⊗B).

補題 2.8 (よく使う対応関係) E,F,G,Hをそれぞれ A,B,C,D ∈ kAで representさ
れる representable functor とする.

(1) E
Φ−→ F, F

Ψ−→ Gと A
ϕ←− B, B

ψ←− C が対応しているとき, E
Ψ◦Φ−−→ Gと A

ϕ◦ψ←−− C

が対応する.

(2) E
Φ−→ G, F

Ψ−→ H と A
ϕ←− C, B

ψ←− D が対応しているとき, E× F
Φ×Ψ−−−→ G×H

と A⊗B ϕ⊗ψ←−− C ⊗D が対応する.

(3) E
(id,id)−−−→ E× E と A

m←− A⊗ A が対応する.

(4) E
Φ−→ F, E

Ψ−→ G と A
ϕ←− B, A

ψ←− C が対応しているとき, E
(Φ,Ψ)−−−→ F ×G と

A
m←− A⊗ A ϕ⊗ψ←−− B ⊗ C が対応する.

証明は各自確認してみてください. (Φ,Ψ) という記号の意味などは容易に察するこ
とができると思うので, 説明は省略します. (なお, (1) まで言えた時点で注意 2.2 に書
いた圏同値が証明されたことになります.)

2.3 可換 Hopf 代数との対応

すべての R ∈ kA に対し単位元のみの群を対応させる group functor を {e} と書
く. k は ∆(1) = 1⊗ 1, ε(1) = 1, S(1) = 1 により commutative Hopf algebra となる
が, {e}はこの k で representされる group functorに他ならない (従って affine group

scheme である).

命題 2.9 set functor G : kA → Set が group functor であるための必要十分条件は,

積 • : G×G→ G,

単位元 unit : {e} → G,

逆元 inv : G→ G
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という三つの functorial morphism が存在して次の図式 (1)(2)(3)が可換になることで
ある.

(1) 結合律:

G×G×G
•×id−−−→ G×G

id×•
y y•

G×G
•−−−→ G

(2) 単位律:

{e} ×G -unit×id
G×G �id×unit

G× {e}
HHHHHHj

∼ ?
•

G

�������
∼

(3) 逆元:

�
�

�>(id,inv)

G×G
Z

Z
Z~

•

G - {e} -unit
G

Z
Z

Z~(inv,id)

G×G
�

�
�>

•

[証明] G が group functor であるということをいいかえれば, (a) 任意の R に対し
G(R) が群の構造をもち, さらに, (b) 任意の algebra map ϕ : R → S に対して
G(ϕ) : G(R)→ G(S) が群準同型となる, という二つの条件となる.

(必要性) G が group functor のとき, (a) により各 R ∈ kA に対して

•R : G(R)×G(R)→ G(R), (g, h) 7→ gh,

unitR : {e} → G(R), e 7→ e,

invR : G(R)→ G(R), g 7→ g−1

という写像が得られる. さらに (b) は •, inv, unit が functorial morphism となること
を意味している (可換図式を書いて確かめよ). (1)(2)(3) の可換性は各 G(R) が群の
公理を満たすことから明らかである.

(十分性) (1)(2)(3)の可換性により (a)が成立し, •, inv, unitが functorial morphism

であることから (b) が従う. �
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定理 2.10 G : kA → Grp を H ∈ kA で represent される affine group scheme とす
る. 命題 2.9 の •, unit, inv に (米田の補題で) 対応する algebra map をそれぞれ

∆ : H → H ⊗H (comultiplication)

ε : H → k (counit)

S : H → H (antipode)

とすれば, これにより H は Hopf algebra の構造をもつ. さらに H から例 2.4 のよう
に構成された group functor が G と一致する.

[証明] 命題 2.9 の (1)(2)(3) を algebra map の可換図式に書き直してみれば, (1)(2) は
(H,∆, ε)が余結合律,余単位律を満たすことを意味していることが分かる. ∆, εはもと
もと algebra map なので, H は bialgebra の構造をもつ. さらに (3) は S が antipode

の条件を満たすことを意味しているので, H は Hopf algebra となる. また, 各 R ∈ kA
に対し G(R) の積は

G(R)×G(R)
∼−→ Algk(H ⊗H,R) → G(R)

(ϕ, ψ) 7→ m ◦ (ϕ⊗ ψ) 7→ m ◦ (ϕ⊗ ψ) ◦∆ = ϕ ∗ ψ

となり, ∗-積と一致することがわかる. �

2.4 群準同型と Hopf algebra map

今度は affine group schemeの準同型 (homomorphism)を考えてみよう. まず, group

functor 同士の準同型を定義する.

定義 2.11 G,H : kA → Grp を二つの group functor, Φ : G → H を functorial

morphism とする. Φ が (group functor の) homomorphism であるとは, すべての
R ∈ kA について ΦR : G(R)→ H(R) が群準同型になることをいう.

ここで, G,Hが affine group schemeである場合を考える. G = SpecA, H = SpecB

とし, functorial morphism Φ : G → H と algebra map A
ϕ←− B が対応しているとす

る. Φ が homomorphism であるための条件を可換図式で表してみると,

(積を保存)

G
Φ−−−→ H

•
x x•

G×G −−−→
Φ×Φ

H×H

⇔

A
ϕ←−−− B

∆

y y∆

A⊗ A ←−−−
ϕ⊗ϕ

B ⊗B

となるが, このときさらに次も可換になる:
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(単位元を単位元に)
G -Φ

H

{e}
@@Iunit ���unit ⇔

A � ϕ
B

k

@@Rε ��	ε

.

これらは ϕ が (algebra map かつ) coalgebra map であるための条件, すなわち ϕ が
Hopf algebra map であるという条件と同値である. (ちなみに, 逆元が逆元にいくとい
う条件を可換図式で表すと, ϕ が antipode と可換になるという条件と同値になる.)

定理 2.12 G = SpecA, H = SpecB を二つの affine group scheme, Φ : G → H を
functorial morphismとし, Φに対応する algebra mapを ϕ : B → Aとする. このとき
Φ が homomorphism であることと ϕ が Hopf algebra map であることが同値である.

2.5 closed subgroup scheme と Hopf ideal

G を affine group scheme とするとき, G の closed subscheme のうち subgroup に
なっているものを closed subgroup schemeと呼びたい. この授業では affine scheme

の話をあまりしていないので ‘closed’ という語にも ‘subscheme’ という語にもピンと
こないかもしれないが, とりあえずここでは, closed subscheme と座標環のイデアルが
1:1 に対応していることを踏まえておけば十分である:

{G ⊃ G′ closed subscheme} 1:1←→ {k[G] ⊃ I ideal}
G′ −→ Ker(k[G] � k[G′])

Spec(k[G]/I) ←− I

.

この対応において G′ が subgroup になるというのは, すべての R ∈ kA に対して
G′(R) が G(R) の部分群になってることをいうわけだが, それを functorial morphism

の可換図式で表したい. A = k[G] とおき, I を G′ に対応する A の ideal とする. G′

が G の subgroup になるには
(a) 積で閉じている,

(b) 単位元を含む,

(c) 逆元をとる操作で閉じている,

という三つの条件を満たせばよい. まず (a)はどういう意味かというと,ある functorial

morphism •′ : G′ ×G′ → G′ が存在して次が可換になることである:

G
inclusion←−−−−−−− G′

•
x x•′

G×G ←−−−−−−−
inclusion

G′ ×G′.
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これを algebra の言葉で表すと, ある algebra map ∆′ : A/I → A/I ⊗A/I が存在して

0 −−−→ I −−−→ A −−−→ A/I −−−→ 0 (exact)

∆

y y∆′

0 −−−→ I ⊗ A+ A⊗ I −−−→ A⊗ A −−−→ A/I ⊗ A/I −−−→ 0 (exact)

が可換になること, となる. ここで, 左側に kernel 部分を付け加えたが, この図式をよ
く見れば (a) の条件は

(a’) ∆(I) ⊂ I ⊗ A+ A⊗ I
という I に関する条件と同値になることが分かるであろう. 次に (b) はどういう意味
かというと, ある functorial morphism unit′ : {e} → G′ が存在して次が可換になるこ
とである:

G
inclusion←−−−−−−− G′

unit

x xunit′

{e} {e}.
これを algebra の言葉で表すと, ある algebra map ε′ : A/I → k が存在して

0 −−−→ I −−−→ A −−−→ A/I −−−→ 0 (exact)

ε

y yε′
0 −−−→ 0 −−−→ k k −−−→ 0 (exact)

が可換になること, となる. 前と同様, これを見れば (b) は

(b’) ε(I) = 0

という条件と同値になることが分かる. (c)は,ある functorial morphism inv′ : G′ → G′

が存在して次が可換になることである:

G
inclusion←−−−−−−− G′

inv

x xinv′

G
inclusion←−−−−−−− G′.

これを algebra の言葉で表すと, ある algebra map S ′ : A/I → A/I が存在して

0 −−−→ I −−−→ A −−−→ A/I −−−→ 0 (exact)

S

y yS′

0 −−−→ I −−−→ A −−−→ A/I −−−→ 0 (exact)

が可換になること, となる. これを見れば (c) は
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(c’) S(I) ⊂ I

という条件と同値になることが分かる. (a’)(b’)(c’) は I が A の Hopf ideal になる
ための条件であったから, 結局 closed subgroup scheme とは Hopf ideal に対応する
closed subscheme のことであることが分かった.

さて, B を別の commutative Hopf algebraとし, H = SpecB とする. また Φ : H→
G を homomorphism とし, これに対応する Hopf algebra map を ϕ : A→ B とする.

ここで ϕ が全射であったとすると, B は A/Kerϕ と同型な Hopf algebra となる. す
なわち H は Kerϕ に対応する G の closed subgroup scheme と同型な affine group

scheme となる. この意味で, 全射 Hopf algebra map に対応する homomorphism のこ
とを closed embedding と呼ぶ. (Φ : H ↪→ G などと書いたりする.)

例えば unit : {e} → G は最も基本的な closed embedding である. これに対応する
Hopf ideal を A+ = Ker ε と書き, A の augmentation ideal という.

2.6 正規部分群と剰余群

定義 2.13 (1) G を affine group scheme, N を G の closed subgroup scheme とする.

このとき N が normal であるとは, 任意の R ∈ kA について N(R) が G(R) の正規
部分群になっていることをいう.

(2) A を Hopf algebra, I を A の Hopf ideal とする. このとき I が normal Hopf

ideal であるとは, すべての a ∈ I に対し∑
a1S(a3)⊗ a2 ∈ A⊗ I

が成り立つことをいう.

(2) の定義がどこから出てきたのかは, 次の定理の証明を見れば分かる.

定理 2.14 G を A ∈ kA で represent される affine group scheme, N を G の closed

subgroup scheme とし, N に対応する A の Hopf ideal を I とする. このとき, N が
normal であるための必要十分条件は I が normal Hopf ideal であることである.

[証明] Φ : G ×N → G という functorial morphism を (g, h) 7→ ghg−1 となるように
定めたい. 具体的には Φ を次のように構成する:

Φ : G×N
(id,id)×id−−−−−→ G×G×N

id×tw−−−→ G×N×G
id×id×inv−−−−−−→ G×N×G

↪→ G×G×G
• ２回−−−−→ G.

これに対応する algebra map を ϕ : A→ A⊗ A/I とすると, ϕ は

ϕ : A
∆ ２回−−−−−→ A⊗ A⊗ A � A⊗ A/I ⊗ A id⊗id⊗S−−−−−→ A⊗ A/I ⊗ A

id⊗tw−−−→ A⊗ A⊗ A/I m⊗id−−−→ A⊗ A/I
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となる. すなわち a ∈ A に対し,

ϕ(a) =
∑

a1S(a3)⊗ ā2.

さて, N が normal ということは Φ が N を経由するということと同値である. す
なわち, ある functorial morphism Φ′ : G×N→ N があって, 次の図式が可換になる
ことである:

G
inclusion←−−−−−−− N

Φ

x xΦ′

G×N G×N.

これを algebra におきかえると, ある algebra map ϕ′ : A/I → A⊗ A/I があって

0 −−−→ I −−−→ A −−−→ A/I −−−→ 0 (exact)

ϕ

y yϕ′

0 −−−→ 0 −−−→ A⊗ A/I A⊗ A/I −−−→ 0 (exact)

が可換になること, となる. これをよく見れば, ϕ(I) = 0 となること, すなわち任意の
a ∈ I について

ϕ(a) =
∑

a1S(a3)⊗ ā2 = 0

となることと同値である. 上の式をさらに書きなおせば∑
a1S(a3)⊗ a2 ∈ A⊗ I

となるから, これは結局 I が normal Hopf ideal になることと同値になる. �

例 2.15 (homomorphism の kernel) G, H を affine group scheme, Φ : G→ H を
homomorphism とするとき, 各 R ∈ kA に対して Ker ΦR を対応させる group functor

を Ker Φ と書く. ここで A = k[G], B = k[H] とし, ϕ : B → A を Φ に対応する Hopf

algebra map とする. ϕ(B) は A の Hopf subalgebra になるが, その augmentation

ideal ϕ(B)+ で生成される A の ideal Aϕ(B)+ は Hopf ideal となる. このとき, 各
R ∈ kA について

Ker ΦR = {f ∈ G(R) | ΦR(f) = f ◦ ϕ = uε} ∼←→ Algk(A/Aϕ(B)+, R)

f −→ [ā 7→ f(a)]

(A � A/Aϕ(B)+ g−→ R) ←− g

という群同型が成立する (f ∈ Ker ΦR なら [ā 7→ f(a)] が well-defined であること, そ
れから, 任意の b ∈ B に対し, ϕ(b)− ε(b)1 ∈ ϕ(B)+ となることに注意). これにより
Ker Φ が Aϕ(B)+ に対応する G の closed normal subgroup scheme であることが分
かる.
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affine group scheme の homorphism のうち, 単射 Hopf algebra map に対応するも
のを quotient map と呼ぶ. (圏論的にいうと, quotient map は affine group scheme

の圏における epi-morphism にあたる. また, closed embedding が monic-morphism

にあたる.) G = SpecH を affine group scheme とすると, G からの quotient map は
H の Hopf subalgebra に対応する. H ⊃ H ′ を Hopf subalgebra, Φ : G→ SpecH ′ を
対応する quotient map とするとき, 上記の例により H(H ′)+ は Ker Φ に対応する H

の normal Hopf ideal となる. 実は, 逆に normal Hopf ideal I ⊂ H が与えられた時に
I = H(H ′)+ を満たす Hopf subalgebra H ′ が一意的に存在することが知られている:

定理 2.16 H を commutative k-Hopf algebraとする. H の Hopf subalgebraと normal

Hopf ideal とは次のように bijective に対応する:

{H ⊃ H ′ Hopf subalgebra} 1:1←→ {H ⊃ I normal Hopf ideal}
H ′ −→ H(H ′)+

HcoH/I ←− I

.

ここで, HcoH/I は H の中の右 H/I-coinvariant 全体の集合という意味で, 次のように
定義される:

HcoH/I := {h ∈ H | ∆(h)− h⊗ 1 ∈ H ⊗ I}.

[参考] 証明は竹内先生の論文

M.Takeuchi, “A correspondence between Hopf ideals and sub-Hopf algebras”,

Manuscripta Math. 7 (1972), 251–270,

または Waterhouse の本の Chapter 16 を参照. �

定義 2.17 (quotient group scheme) G を affine group scheme, N を G の closed

normal subgroup scheme とすると, 上記の定理は quotient map Φ : G → H で
N = Ker Φ となるようなものが (同型を除き) 一意的に存在することを意味してい
る. このとき H を G/N と書き, G の N による quotient と呼ぶ.

準同型定理により, 各 R ∈ kA に対し, ΦR による G(R) の像は G(R)/N(R) と同型
になる. しかし G(R)/N(R) と (G/N)(R) は同型にならないこともあるので注意が
必要である (例えば下記の例 2.21 を参照). G と G/N が algebraic matrix group に
由来する場合3, 一般には G(k)/N(k) が (G/N)(k) の dense な部分群として入ってお
り, もし k が代数閉体ならば両者は一致する, という関係になる.

3「G が algebraic matrix group に由来する」とは, 一言でいえば, G の座標環が有限生成であり,
かつ G(k) の座標環と一致すること (k[G] = k[G(k)]) をいう. 詳しくは Waterhouse の本の Chapter
4 を参照してください.
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2.7 具体例

例 2.18 (GLn と SLn) 第一部「Hopf 代数とは」の例 1.24 で, n2 変数の多項式環
B = k[Xij] が

∆(Xij) =
n∑
s=1

Xis ⊗Xsj, ε(Xij) = δij

によって bialgebra となることをみた. X = (Xij)i,j とすれば, 上の式は

∆(X) = (X ⊗ 1)(1⊗X), ε(X) = En (単位行列)

と書くこともできる. (ただし, ∆(X) や ε(X) は X の各成分に ∆, ε を施した行列,

(X ⊗ 1) = (Xij ⊗ 1)i,j, (1⊗X) = (1⊗Xij)i,j ∈Mn(B ⊗ B).) この二式の両辺の行列
式を考えれば

∆(detX) = (detX)⊗ (detX), ε(detX) = 1

を得る.

ここで, B を detX により局所化した環 H = k[X, 1/ detX] を考える. 上記により
∆, εは detX をH⊗H, kの可逆元に送るから,それぞれ algebra map ∆ : H → H⊗H,

ε : H → k として一意的に拡張できる. さらに S : H → H を

S(X) = X−1 (⇒ S(detX) = 1/ detX)

となる (anti-)algebra map として定義すれば, これにより H は Hopf algebra となる
(注意 1.23, 補題 1.33 を使って各自確認してみてください). 冒頭に書いた GLn は, こ
の H により represent される affine group scheme である. 実際, 任意の R ∈ kA に対
し群同型

Algk(H,R)
∼−→ GLn(R), ϕ 7→ ϕ(X)

が成立する.

次に, detX − 1 で生成される H のイデアル I = 〈detX − 1〉 を考えると, これは
(normal) Hopf ideal となる. この I に対応する GLn の closed subgroup scheme は特
殊線形群

SLn : R 7→ SLn(R) = {g ∈ GLn(R) | det g = 1}

となる.

例 2.19 (multiplicative group) R ∈ kA に対し R の可逆元全体からなる群を対応
させる group functor を Gm と書き, multiplicative group (scheme) という:

Gm : R 7→ R×.
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これは GL1 と同型な affine group scheme である. 座標環は, 1 変数の Laurent 多項
式環 k[x, x−1] に

∆(x) = x⊗ x, ε(x) = 1, S(x) = x−1

により Hopf algebra の構造を入れたものである.

先程の GLn の SLn による quotient GLn/SLn を考えると, これは Gm になる. 定
理 2.16 の対応でいうと, H = k[GLn] ⊃ I = 〈detX − 1〉 とするとき, I に対応する H

の Hopf subalgebra は

HcoH/I = k[detX, (detX)−1] ' k[x, x−1]

となっている. 要するに quotient map det : GLn → Gm の kernel が SLn となってい
るということだが, これをさらにいいかえれば,

{e} → SLn → GLn
det−→ Gm → {e}

が affine group scheme の完全列になっている, という言い方もできる. これを Hopf

algebra map に置き換えたものを

k[Gm] � k[GLn] � k[SLn]

という記号で書くこともある.

例 2.20 (additive group) R ∈ kA に対し R が加法に関してなす群を対応させる
group functor を Ga と書き, additive group (scheme) という:

Ga : R 7→ (R,+).

これは 1 変数多項式環 k[Y ] に Hopf algebra 構造を

∆(Y ) = Y ⊗ 1 + 1⊗ Y, ε(Y ) = 0, S(Y ) = −Y

で入れたものにより represent される affine group scheme である.

例 2.21 (1 の n 乗根全体) R ∈ kA に対し, R における 1 の n 乗根全体が乗法に関
してなす群を対応させる group functor を

µn : R 7→ {a ∈ R | an = 1}

と書く. これは 〈xn − 1〉 ⊂ k[x, x−1] に対応する Gm の closed subgroup scheme で
ある.

Φ : Gm → Gm を a 7→ an で与えられる homomorphism とすると, これは Hopf

subalgebra k[xn, x−n] ⊂ k[x, x−1] に対応する quotient map であり, Ker Φ = µn とな
る. よって, Gm/µn = Gm である. このとき Gm(k)/µn(k) は Gm(k) の dense な部分
群 {a ∈ k× | ∃b ∈ k× s.t. bn = a} と同型になるわけだが, 一般にはこれは Gm(k) 自身
とは一致しない. ただし, もし k が代数閉体であったなら Gm(k)/µn(k) ' Gm(k) と
なる.
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例 2.22 (αpn) k の標数が p > 0 であったとする. このとき R ∈ kA に対し R の元の
うち pn して 0 になるもの全体が加法に関してなす群を対応させる group functor を
αpn と書く:

αpn : R 7→ {a ∈ R | apn

= 0}.

これは 〈Y pn〉 ⊂ k[Y ] に対応する Ga の closed subgroup scheme である.

Φ : Ga → Ga を a 7→ ap
n
で与えられる homomorphism とすると, これは Hopf

subalgebra k[Y pn
] ⊂ k[Y ]に対応する quotient mapであり, Ker Φ = αpn となる. よっ

て, Ga/αpn = Ga である. もし R が整域ならば αpn(R) = {0} となってしまうので,

αpn には通常の代数群としての実体はないが, affine group scheme の例としては重要
である.

2.8 grouplike 元と primitive 元, multiplicative/additive character

Gm と Ga の話が出たついでに, Hopf 代数では重要な grouplike 元と primitive 元
について少し説明し, それと affine group scheme の character との関係について補足
する.

定義 2.23 B を bialgebra とする.

(1) g ∈ B が grouplike であるとは, ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1 を満たすことをいう.

(2) h ∈ B が primitive であるとは, ∆(h) = h⊗ 1 + 1⊗ h, ε(h) = 0 を満たすこと
をいう.

B の grouplike元全体の集合を G(B), primitive元全体の集合を P (B)と書く. G(B)

は B の積に関して monoidの構造をもつ. 特に, H が Hopf algebraのとき, g ∈ G(H)

に関して gS(g) = 1 = S(g)g でなければならないから S(g) = g−1 であり, G(H) は群
になる. また, B をブラケット積 [x, y] = xy − yx により Lie 環とみなすとき, P (B)

は B の部分 Lie 環となる.

定義 2.24 G を affine group scheme とする.

(1) G から Gm への homomorphism を G の (multiplicative) characterという.

(2) G から Ga への homomorphism を G の additive character という.

G の character G → Gm は Hopf algebra map k[x, x−1] → k[G] に対応するが, そ
れはさらに x の行先となる k[G] の grouplike 元に対応する. 従って, G の character

と k[G] の grouplike 元とは 1:1 に対応する. 同様に, G の additive character と k[G]

の primitive 元とが 1:1 に対応する. これらのことが G の構造を調べる上で役に立つ
ことがある (三角化可能性とか).
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2.9 linear representation (線形表現) と comodule

V を k-ベクトル空間とする. G を群とするとき, G の V 上の線形表現とは G か
ら GL(V ) = {V ∼−→ V 線形同型 } への群準同型にほかならない. これと同様に, affine

group scheme の V 上の線形表現を定義する.

まず, GLV という group functor を

GLV : R 7→ {V ⊗R ∼−→ V ⊗R 右 R-linear isomorphism}

により定める. 射の対応は, algebra map ϕ : R→ S に対し

GLV (ϕ) : GLV (R) → GLV (S)

h 7→ [v ⊗ s 7→ (id⊗ ϕ)(h(v ⊗ 1))s]

とする. こう書いただけでは well-defined かどうか心配になるかもしれないが, 写像
の合成で書くと,

GLV (ϕ)(h) : V ⊗ S ∼−→ V ⊗R⊗R ϕS
∼−−−→

h⊗idS

V ⊗R⊗R ϕS
∼−→ V ⊗ S

(ϕS は ϕを介して S を R-moduleとみなしたもの)というものだから, GLV (ϕ)(h)は
ちゃんとGLV (S)に入っている. ここで, h ∈ GLV (R)は V への制限 h|V : V → V ⊗R,

v 7→ h(v⊗ 1) により完全に定まっており, 単にこれを右 R-linear になるように拡張し
たものにすぎないことに注意しておこう. GLV (ϕ)(h) も (id⊗ ϕ) ◦ h|V : V → V ⊗ S
を右 S-linear になるように拡張したものにすぎない.

定義 2.25 G を affine group scheme, V を k-ベクトル空間とするとき, G から GLV

への homomorphism を G の V 上の linear representation と呼ぶ.

定理 2.26 G を affine group scheme, A = k[G] とする. V を k-ベクトル空間とする
とき, G の V 上の linear representation と V の右 A-comodule 構造とは次のように
bijective に対応する:

{Φ : G→ GLV linear rep.} 1:1←→ {ρ : V → V ⊗ A 右 A-comodule 構造 }
Φ −→ ΦA(idA)|V

[ΦR : g 7→ [v ⊗ r 7→ (id⊗ g)(ρ(v))r]] ←− ρ

[証明] (−→) Φ : G → GLV を homomorphism とする. ρ′ = ΦA(idA) ∈ GLV (A) と
し, これを V に制限したものを ρ = ρ′|V : V → V ⊗ A とおく.

Φ は functorial morphism なので, 任意の R ∈ kA, g ∈ G(R) = Algk(A,R) に対し

G(A)
ΦA−−−→ GLV (A)

G(g)

y yGLV (g)

G(R) −−−→
ΦR

GLV (R)
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は可換である. この図式における idA ∈ G(A) の行先を考えれば

ΦR(g) = GLV (g)(ΦA(idA)) = GLV (g)(ρ′)

を得る. 故に, ΦR(g) は (id⊗ g) ◦ ρ : V → V ⊗ R を右 R-linear になるよう拡張した
ものに他ならない. すなわち ΦR は

ΦR : g 7→ [v ⊗ r 7→ (id⊗ g)(ρ(v))r]

という写像になっている.

あとは ρ が V に右 A-comodule の構造を与えることを示せばよい. まず, ε ∈ G(k)

は単位元なので, Φk(ε) は GLV (k) = GL(V ) の単位元, つまり V の恒等写像でなけ
ればならない. 一方, 先程の説明より Φk(ε) は (id⊗ ε) ◦ ρ と同じ写像だから,

V -ρ V ⊗ A

V ⊗ k
@@R∼ ��	 id⊗ ε

の可換性が分かる.

任意の R ∈ kA と g, h ∈ G(R) に対し, 積 gh = m ◦ (g ⊗ h) ◦ ∆ を考えると,

ΦR(gh) = GLV (gh)(ρ′) は (id⊗ gh) ◦ ρ を右 R-linear になるように拡張したものであ
るから, V に制限すると

ΦR(gh)|V : V
ρ−→ V ⊗ A id⊗∆−−−→ V ⊗ A⊗ A id⊗g⊗h−−−−→ V ⊗R⊗R id⊗m−−−→ V ⊗R (2.1)

となる. 一方, ΦR(g), ΦR(h) はそれぞれ (id⊗ g) ◦ ρ, (id⊗ h) ◦ ρ を右 R-linear になる
ように拡張したものだから, ΦR(g) ◦ ΦR(h) を V に制限すると

(ΦR(g)◦ΦR(h))|V : V
ρ−→ V⊗A id⊗h−−→ V⊗R ρ⊗id−−→ V⊗A⊗R id⊗g⊗id−−−−→ V⊗R⊗R id⊗m−−−→ V⊗R

= V
ρ−→ V ⊗ A ρ⊗id−−→ V ⊗ A⊗ A id⊗g⊗h−−−−→ V ⊗R⊗R id⊗m−−−→ V ⊗R (2.2)

となる. ΦR は群準同型だから ΦR(gh) = ΦR(g) ◦ΦR(h), 従って, (2.1) と (2.2) とは一
致していなければならない. ここで, R = A⊗ A, g : a 7→ a⊗ 1, h : b 7→ 1⊗ b とすれ
ば V ⊗A⊗A id⊗g⊗h−−−−→ V ⊗R⊗R id⊗m−−−→ V ⊗R の部分は恒等写像になってしまうので,

V
ρ−−−→ V ⊗ A

ρ

y yρ⊗id

V ⊗ A −−−→
id⊗∆

V ⊗ A⊗ A

の可換性を得る. 以上より, ρ が V の右 A-comodule 構造を与えることがいえた.
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(←−) ρ : V → V ⊗A を右 A-comodule 構造とする. この ρ を右 A-linear になるよ
うに拡張したものを ρ′ : V ⊗A→ V ⊗A とすると, これは isomorphism になる (逆写
像は v ⊗ a 7→

∑
v0 ⊗ S(v1)a) ので, ρ′ ∈ GLV (A) である. すると, 各 R ∈ kA に対し

ΦR : G(R)→ GLV (R), g 7→ GLV (g)(ρ′)

とすることにより Φ : G→ GLV という functorial morphism が得られる. さて, ρ は
comodule 構造だから (id ⊗ ∆) ◦ ρ = (ρ ⊗ id) ◦ ρ で, 従って, 任意の g, h ∈ G(R) に
対して上記の (2.1) と (2.2) とは一致する. よって, (GLV (R) の元はその V への制限
によって完全に定まるのであったから) ΦR(gh) = Φ(g) ◦ Φ(h) を得る. 従って Φ は
homomorphism である. �

例 2.27 上の定理で V = A とするとき, ∆ : A→ A⊗A は右 A-comodule 構造になっ
ている. これに対応する linear representation を G の regular representation と
いう.

注意 2.28 G = SpecA を affine group scheme, (V, ρ) を右 A-comodule, Φ : G →
GLV を ρ に対応する linear representation とする. これに対し G(k) の V 上の線
形表現 Φk : G(k) → GL(V ) が得られるが, これによる g ∈ G(k) の V への作用は,

G(k) = Algk(A, k) ⊂ A∗ = Homk(A, k) とみなしたときの左 A∗-module としての作用

g ⇀ v =
∑

v0g(v1) (v ∈ V )

と一致する (注意 1.20 を参照).

ここで dimV = n < ∞ の場合を考えよう. V の基底を一組選んでおき, それを
{v1, . . . , vn} とする. また, H = k[X, 1/ detX] (X = (Xij)i,j) を GLn の座標環とす
る. このとき同型 GLn

∼−→ GLV が次のようにして構成できる: 各 R ∈ kA に対し,

Algk(H,R)
∼−→ GLn(R)

∼−→ GLV (R)

g 7→ g(X) 7→ [
∑n

j=1 vj ⊗ rj 7→
∑n

i,j=1 vi ⊗ g(Xij)rj].

一番右は要するに, R 成分の n 項縦ベクトルに g(X) を右からかける作用と同じで,

(v1 ⊗ 1, . . . , vn ⊗ 1)

 r1
...

rn

 7→ (v1 ⊗ 1, . . . , vn ⊗ 1)(1⊗ g(X))

 r1
...

rn


とも書ける. この同型 GLn

∼−→ GLV を GLn の V 上の linear representation とみた
ときに, これに対応する V の右 H-comodule 構造を ρ0 と書くことにする:

ρ0 : V → V ⊗H, vj 7→
n∑
i=1

vi ⊗Xij (j = 1, . . . , n).
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さて, G = SpecA を affine group scheme とするとき, G の V 上の任意の linear

representation Φ : G→ GLV は必ず GLn を経由する. つまり, ある homomorphism

Ψ : G→ GLn があって, Φ : G
Ψ−→ GLn

∼−→ GLV と書ける. この Ψ に対応する Hopf

algebra map を ψ : H → A とすると, Φ に対応する V の右 A-comodule 構造は

V
ρ0−→ V ⊗H id⊗ψ−−−→ V ⊗ A, vj 7→

n∑
i=1

vi ⊗ ψ(Xij) (j = 1, . . . , n)

と書ける. ∆(ψ(Xij)) =
∑n

s=1 ψ(Xis) ⊗ ψ(Xsj) だから, 以上により次が言えたことに
なる:

補題 2.29 G = SpecA を affine group scheme, V を {v1, . . . , vn} を基底とする n 次
元ベクトル空間とし, V に右 A-comodule 構造 ρ : V → V ⊗A が与えられているとす
る. このとき ρ(vj) =

∑n
i=1 vi ⊗ aij (j = 1, . . . , n) となる aij ∈ A をとれば,

∆(aij) =
n∑
s=1

ais ⊗ asj (i, j = 1, . . . , n)

が成立する. また det(aij)i,j は A の可逆元である.

2.10 有限性定理

定理 2.30 C を coalgebra, (V, ρ) を右 C-comodule とする. このとき V は有限次元
subcomodule たちの filtered union になっている. すなわち, ある directed set Λ によ
り添え字づけられた有限次元 subcomodule の族 {Vi}i∈Λ で i < j ⇒ Vi ⊂ Vj なるもの
があって, V =

∪
i∈Λ Vi と書ける.

[証明]２つの有限次元 subcomoduleの和はまた有限次元 subcomoduleとなるので, 任
意の v ∈ V に対し, v を含む有限次元 subcomodule が必ず存在することを示せばよ
い. {ci} を C の基底とし, ρ(v) を

ρ(v) =
∑
i

vi ⊗ ci (有限個の i を除き vi = 0)

と書く. このとき V ′ = Spank{v, vi} (v と vi たちで張られる V の部分空間) とする
と, これは有限次元となる. この V ′ が subcomodule になることを示す. 各 i に対し

∆(ci) =
∑
j,l

rijlcj ⊗ cl

となる rijl ∈ k をとると,∑
i

ρ(vi)⊗ ci =
∑
i

vi ⊗∆(ci) =
∑
i,j,l

vi ⊗ rijlcj ⊗ cl =
∑
i,j,l

vl ⊗ rljicj ⊗ ci
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(最後の等式は i と l を付け替えただけ) だから,

ρ(vi) =
∑
j,l

vl ⊗ rljicj ∈ V ′ ⊗ C

を得る. よって ρ(V ′) ⊂ V ′ ⊗C となり, V ′ は v を含む有限次元 subcomodule である
ことがいえた. �

定理 2.31 任意の commutative k-Hopf algebra Aは, k 上有限生成な Hopf subalgebra

たちの filtered union である.

[証明] A 自身は ∆ により右 A-comodule とみなせるから, 定理 2.30 により有限次元
subcomoduleたちの filtered unionになっている. そこで,任意の有限次元 subcomodule

V ⊂ A が, ある k 上有限生成な Hopf subalgebra に含まれることを示せばよい. {vi}
を V の基底とし, ρ(vj) =

∑
i vi ⊗ aij となるような aij ∈ A をとれば, 補題 2.29

により ∆(aij) =
∑

s ais ⊗ asj となる. そこで U = Spank{vi, aij} とおけば U は
∆(U) ⊂ U ⊗U を満たす. さらに L = U + S(U) とおけば S(L) ⊂ L となり4, また, S

は anti-coalgebra map (命題 1.32) なので, ∆(L) ⊂ L⊗L も満たす. 従って, L で生成
される A の subalgebra k[L] は V を含む Hopf subalgebra となる. しかも L が有限
次元なので k[L] は k 上有限生成である. �

k 上有限生成な commutative Hopf algebra で represent される affine group scheme

を algebraic affine group schemeという. 定理 2.31を言い換えると, 次のようになる:

系 2.32 体 k 上の affine group scheme は, 常に algebraic affine group scheme たちの
inverse limit (projective limit) である.

2.11 有限生成なら GLn の closed subgroup に帰着すること

定理 2.33 G を algebraic affine group scheme とするとき, ある closed embedding

G ↪→ GLn (∃n ∈ Z>0) が存在する.

[証明] A = k[G] とすると A は有限生成 Hopf algebra なので, 定理 2.31 により, あ
る有限次元 subcomodule V ⊂ A で k[V ] = A を満たすものがある. n = dimV とし,

GLn の座標環 k[X, 1/ detX] (X = (Xij)i,j) をとる. {v1, . . . , vn} を V の基底とし,

∆(vj) =
∑n

i=1 vi ⊗ aij (j = 1, . . . , n) となる aij をとれば, 補題 2.29 により

k[X, 1/ detX]→ A, Xij 7→ aij

4G = Spec A とすると G inv−−→ G inv−−→ G は identity map だから, S ◦ S = idA であることに注意.
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は Hopf algebra map である. 後はこれが全射であることを示せばよいが, それは
vj = (ε⊗ id)(∆(vj)) =

∑n
i=1 ε(vi)aij (j = 1, . . . , n) により従う. �

例 2.34 上記の定理の証明に沿って Ga の GL2 への closed embedding を構成する.

Ga の座標環を k[Y ] (Y は primitive) とする. V = k+ kY とすれば, これは 2 次元の
subcomodule で k[V ] = k[Y ] を満たす. V の基底として v1 = 1, v2 = Y をとれば,

∆(v1, v2) = (1⊗ 1, 1⊗ Y + Y ⊗ 1) = (v1 ⊗ 1, v2 ⊗ 1)

(
1⊗ 1 1⊗ Y

0 1⊗ 1

)

だから, GL2 の座標環 k[X, 1/ detX] からの Hopf algebra map

ϕ : k[X, 1/ detX]→ k[Y ], X 7→

(
1 Y

0 1

)

を得る. ϕ に対応する homomorphism を Φ : Ga → GL2 とすると, 各 R ∈ kA に対
して ΦR は

ΦR : Ga(R)→ GL2(R), a 7→

(
1 a

0 1

)
という群準同型である.
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