
線形代数 II演習 (担当: 天野勝利) 2009年 11月 18日

10 行列の対角化とその応用
※今回は少しだけシラバスの範囲を超えてしまいますが, 問題の解き方は授業中に
解説します.

n 次の正方行列 A に対して, ある正則行列 P が存在して P−1AP が対角行列にな
るとき, A は対角化可能であるという.

演習 10.1 次の行列が対角化可能かどうかを調べて, もし可能ならば対角化せよ.

(1)

(
1 −2

1 4

)
(2)

(
1 1

0 1

)
(3)

 2 0 0

1 3 1

0 0 2


演習 10.2 (線形微分方程式) 変数 t の関数 y1(t), y2(t) に関する連立微分方程式:{

y′
1 = ay1 + by2

y′
2 = cy1 + dy2

(a, b, c, d は定数)

を考える.

y =

(
y1

y2

)
, A =

(
a b
c d

)
とおき, 上記の微分方程式を y′ = Ay と書く.

(1) λ が A の固有値で v =

(
x1

x2

)
が λ に対する A の固有ベクトルであることと,

微分方程式 y′ = Ay が

y =

(
x1e

λt

x2e
λt

)
=

(
x1

x2

)
eλt (λ, x1, x2 は定数, (x1, x2) 6= (0, 0))

という形の解を持つことが同値であることを確かめよ.

(2) A の固有値を λ1, λ2 として, それぞれに対する固有ベクトル v1,v2 が得られた
とき, もし v1, v2 が線形独立 (つまり A が対角化可能) なら, 上記の微分方程式の一
般解として

y = c1v1e
λ1t + c2v2e

λ2t (c1, c2 は任意の定数)

が得られる. そこで, 実際に次の微分方程式の一般解を求めてみよ:{
y′

1 = −2y1 + 2y2

y′
2 = 2y1 − 5y2

.

(3) (2) の微分方程式を初期条件 y1(0) = 5, y2(0) = 0 のもとで解け. (初期条件を満
たすように c1, c2 を決定せよ.)


