
微積分 III演習 (担当: 天野勝利) 2009年 1月 21日

6 上限・下限, 最大値・最小値, それから上極限・下極限
の解答例

演習 6.1 次のように, 条件を満たす例ならば何でも正解です (A ∩ B = ∅ という条件
を忘れずに).

• A = [0, 1], B = [−2,−1] ∪ [2, 3]

• A = {a ∈ R | 0 < a < 1, a は有理数}, B = {a ∈ R | −1 < a < 2, a は無理数}

等々

演習 6.2 やはり条件を満たしていれば良いわけですが, A∩B = ∅ という条件を満た
しながら, となると上の問題より思いつきにくかったかもしれませんね.

• A = {0, 1} (0 と 1 だけからなる集合), B = (0, 1) (開区間)

• A = {a ∈ R | 0 < a < 1, a は有理数 }, B = {a ∈ R | 0 < a < 1, a は無理数 }

等々

演習 6.3 (1) lim
n→∞

an = 1 より, lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = 1. (教科書の 7.3.1 (4) を参照.)

(2) Ak =

{
an = (−1)n+1 +

(−1)n

n

∣∣∣∣ n ≥ k

}
とおくと, sup Ak = 1 (k = 1, 2, 3, . . . )

である (なぜなら, 任意の ε > 0 に対し, n ≥ k かつ n >
1

ε
となる奇数 n をとれば,

1 − ε < an = 1 − 1

n
≤ 1). よって,

lim
n→∞

an (= inf
k∈N

sup Ak) = lim
k→∞

sup Ak = 1.

また, inf Ak = −1 (k = 1, 2, 3, . . . ) である (任意の ε > 0 に対し, n ≥ k かつ n >
1

ε

となる偶数 n をとれば, −1 ≤ an = −1 +
1

n
< −1 + ε) から,

lim
n→∞

an (= sup
k∈N

inf Ak) = lim
k→∞

inf Ak = −1

を得る.
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注意. 演習 6.3 (1) で, Ak = {an | n ≥ k} = {ak, ak+1, ak+2, . . . } としたとき, 数列

{an} の上極限, 下極限として sup A1 =
3

2
と inf A1 = 0 を答えてしまっている人が結

構多かったです. 実際には,

sup Ak =


1 +

1

k + 1
(k が奇数のとき)

1 +
1

k
(k が偶数のとき),

inf Ak =


1 − 1

k
(k が奇数のとき)

1 − 1

k + 1
(k が偶数のとき),

なので,

lim
n→∞

an = lim
k→∞

sup Ak = 1, lim
n→∞

an = lim
k→∞

inf Ak = 1

となるわけです.

演習 6.4 Ak =
{

an = sin
nπ

3

∣∣∣n ≥ k
}
とおくと, k = 1, 2, 3, . . . に対し, Ak =

{√
3

2
, 0, −

√
3

2

}
だから, sup Ak =

√
3

2
, inf Ak = −

√
3

2
. よって,

lim
n→∞

an = lim
k→∞

sup Ak =

√
3

2
, lim

n→∞
an = lim

k→∞
inf Ak = −

√
3

2
.
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