
電気数学 II(担当: 天野勝利) 2006年 4月 25日

指数・対数 (その 1)

1 はじめに

「対数」という概念を最初に考えたのは, 16 世紀から 17 世紀初頭ごろ, スコットラ

ンドの男爵で, 数学者としても活躍していたネーピア (Napier)という人です. ネーピ

アは「掛け算や割り算の操作を簡明化する」といったような, 数学内部の計算技術に

関連した動機で対数を考えていたそうです.

「電気数学」で対数を勉強する理由の一つは, デシベル (dB)という単位が対数を

使って定義されているからです. デシベルというと, 音の大きさを表す単位を連想す

る人も多いかもしれませんが, みなさんはむしろこれからは通信技術に関連してこの

単位を使うことが多くなってくると思います. 例えば最近ではインターネットへの接

続回線をADSL から光ファイバーに乗り換えるよう, 各社が盛んに宣伝していますが,

このときに両者の性能の違いとして, 光ファイバーの方が伝送損失 (減衰)が非常に小

さい, ということがよく言われます. この伝送損失の単位が dB です. 下図のように,

通信路の入力側と出力側の電力を計測すると, 通信路の途中で生じる様々な理由によ

り, 出力側の電力は落ちていたりするのですが, そのときの入出力電力の相対的な差異

を表す量として伝送効率や伝送損失というものを考えます.

入力側

P1 [W]
-

通信路
- 出力側

P2 [W]

正確に言いますと, 入力電力が P1 [W], 出力電力が P2 [W] のとき, この通信路の伝送

効率(または電力利得)は,

log10

P2

P1

[B] = 10 log10

P2

P1

[dB]

と表されます. 等式の右辺で 10 倍しているのは, ベル (B)という単位を, 10 分の 1 を

表すデシ (deci)がついた dB に直しているからです. P1 より P2 の方が小さいと, この

値は負になるのですが, その場合「−○○ dBの伝送効̇率̇」という代わりに「○○ dB

の伝送損̇失̇」ということの方が多いです. つまり伝送損失は −10 log10(P2/P1) [dB] と

なります. ここで, log10 というのが対数を表す記号です. 一般に, log10 x というのは

「10 を何乗したら x になるのか」を表す数です. 正確に言うと, y = log10 x というこ

とと 10y = x ということが同じ意味になります:

10y = x
同じ意味⇐⇒ y = log10 x.
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同じことを二通りの表現方法で表しているわけです. 例えば

102 = 100
同じ意味⇐⇒ log10 100 = 2

です. というわけで, 対数をよく理解するためには, 対数だけ勉強すれば良いというわ

けではなく, 指数の性質をまずよく知る必要があります.

10y と書くと, 102 や 103 のように, まだ y が正の整数のときしか考えられない人も

いるかもしれません. そうすると, x としては 100 とか 1000 とか, きりのいい数しか

考えられないんじゃないかと思えるかもしれませんが, 実は, y が 0 や負の数であった

り, 分数であったりしてもちゃんと考えることができます. それに応じて 10y はきり

のいい数以外にもいろいろな値をとることになります. それについてはこれからの講

義で詳しくやります.

ところで, 一口に通信路といっても幾つか増幅器 (アンプ) を通したり, 分岐回路で

電流が分かれてパワーが落ちたり, ケーブル同士を接続するときに損失が生じたりと,

いろいろな部分で電力が増幅されたり減衰したりします. 伝送効率 (や伝送損失) は実

際にはそういった各部分ごとに測定したりするわけです. そういった個々の部分ごとの

伝送効率から通信路全体の伝送効率を算出したいときにはどうすれば良いかというと,

実は, これからみなさんが勉強する対数法則というものがうまく働いて, 個々の伝送効

率を足し合わせたものが全体の伝送効率になります. 単純に足し算してしまえば良い

のです. そのように, 計算が足し算引き算だけで済んでしまう, というところが伝送効

率を dB で表すことの一つのメリットです. (このへんの感覚はもしかしたら, ネーピ

アが対数を考えた最初の動機に近いかもしれません.) 対数法則というのは指数法則と

いうものを対数で置き換えたときの法則です. 例えば y1 = log10 x1, y2 = log10 x2 の

とき,

10y1+y2 = 10y1︸︷︷︸
x1

× 10y2︸︷︷︸
x2

同じ意味⇐⇒ log10(x1 × x2) = log10 x1︸ ︷︷ ︸
y1

+ log10 x2︸ ︷︷ ︸
y2

.

この式の左側は指数法則のうちの一つで, 右側は対数法則のうちの一つです. さっき

言った「計算が足し算引き算だけで済んでしまう」というのはこの法則のおかげです.

2 指数法則と指数の拡張・累乗根

a を正の数1とします (例えば a = 10 など). 我々は a2 = a × a, a3 = a × a × a, な

どと, ax が何を意味するのかを x が正の整数の時には知っているわけですが, さらに,

x が一般の有理数のときにも ax が意味をもつように拡張していきましょう.

1なお, a が負の数の場合は, より慎重な扱いが必要です. この講義では割愛しますが, 質問はいつで
も歓迎します. 「電気数学 I」で「オイラーの公式」を学んだ後, いろいろ考えてみると良い思考の訓
練になるかもしれません.
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まず, m,n が正の整数の時に,

(1) am × an = am+n, (2) (am)n = anm

が成立します. これは次の式を見れば分かると思います:

am × an = a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
m

× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
n

= an+m, (am)n = am × · · · × am

︸ ︷︷ ︸
n

= anm.

上記の (1), (2) は指数法則のうちの二つなのですが, 指数の拡張の基本方針は, これら

が正の整数以外の n,m についてもやはり矛盾なく成立するようにしよう, というもの

です.

2.1 指数が 0 や負の整数の場合

まず, 0 の場合, (1) を拡張して,

am × a0 = am+0 = am

が任意の正整数 m について成り立って欲しいところです. そのためには,

a0 = 1

であれば良いので, これを 0 乗の定義とします.

次に, 負の整数の場合, (1) で n = −m とした式

am × a−m = am−m = a0 = 1

が任意の正整数 m について成立して欲しい. そのためには,

a−m =
1

am

であれば良いので, これを a−m の定義とします.

2.2 指数が 1/n の形の場合: 累乗根

指数が正整数の逆数 1/n の場合, (2) 式で m = 1/n としてみた式,

(a
1
n )n = a

1
n
×n = a1 = a

が成立して欲しい. そのためには, a
1
n が「n 乗すると a になる数」であれば良いわけ

です. n 乗して a になる数を, a の n 乗根といいます. しかし, a の n 乗根は一つと

は限りません. 例えば, a = 16, n = 4 のとき, 2 は 16 の 4 乗根ですが, −2 も 4 乗す

れば 16 になるので, やはり 16 の 4 乗根です. (さらに, 複素数の範囲に話を広げると,

16 の 4 乗根はあと二つあります.) このままでは困るので, a の n 乗根たちのうち, 正

の実数であるものを考えることにします. 実は a の n 乗根のうち正の実数であるもの

はただ一つだけ存在するので, それを n
√

a と書き, これにより a
1
n を定義します.
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n
√

a

a

y = xn

x

y

O

a
1
n = n

√
a = (a の n 乗根のうち正の実数であるもの).

2.3 指数が一般の有理数の場合

n,m が正整数のとき,

a
n
m = a

1
m × · · · × a

1
m︸ ︷︷ ︸

n

= ( m
√

a)n

= (an)
1
m = m

√
an,

a−
n
m =

1

a
n
m

=
1

m
√

an
=

(
m

√
1
a

)n

とします.

※指数が無理数の場合については, 数列の極限で定義します (極限についてよく知らない人
は飛ばして読んでかまいません). x を無理数, {xn} を x に収束する有理数列とするとき, 数列
{axn} は ({xn} のとりかたによらずに) ある値に収束するので, その収束値を ax とします.

2.4 そして再び指数法則

というわけで, 任意の実数 x について ax を定義することができて, 先程の (1), (2)

を次のように拡張することができます: x, y を実数とするとき,

(1) ax × ay = ax+y, (2) (ax)y = axy

が成立する. それから先程は書きませんでしたが, 指数法則にはもう一つあって, a, b

を正の数とするとき,
(3) (ab)x = axbx

が成立することも重要です. 演習でこれらの使い方に習熟しましょう.
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